




Разде.lr l Элеrrсrгrн лннейной еrrгебры

ТЕМА <<IllАТ?ИЦЫ И ОП РЕДЕJI НТЕJIИ>т

мЕтодичЕс,кнЕ уклзлнlля
I. Что необходимо з}li}ть по теме:

l. Матрицы: а) опрлеление; б) бозrrаченне; в) элемеrrгы матрицы, г) виды матрицы;
д) обртная мrlтрица н ее свойgва; е} элементарньIе пробразованпя матрицы; ж)
действия над матрицами и нх свойgгва; з) ранг матрЕцы; и) схемы исследовilния
систем линейных 5lравнений с испольюванием pанга матрицы.

2. Опоеделиrвли: а) опрлеление; б) свойства; в) минор и а.тrгбраическое дополнение
элемента.

IL Что необхо.щшrо зн8тъ по теме:

1. Вычислять определители:

а) второго ""р"*", |:;l :::|: зtt * А22 - зt2 * azt

б) третьего порядка:
!?rr Atz аrз ll

I способ: |а21 Azz 
"zзl 

: atr* Az2* пзз -|- atz* аzз+ ilзr * ?zt* аз2* ?1з - ilз *

|";; ,;; ",,lAzz * азt - it1.z * a1L * iзз - ё2з * аз2 * it11

larr ?tz аrз l
IIспособ: lazr Azz arrl = Аl*(Аzz*?зз аzз*азz)- аrz*(аzr *азз-А2з*

|"rr. ззz a..l
азr) * аrз * (azr * аз2 Azz * азt)
в) опрделктtли п-го поря,llков с поношью свойств 7 и 8 приводIfгь к третьему
порядку, а зilтем вычислять.

2, Выч*rсдять обштную матриrrу по схеме:

.Щана матрица А. Найти A-l.
а) lAl + 0 + вычислить определитель матриrш
б) А' -транспониркrть матрицу

B)fr:
н:

д|rz--- дtп

дЬz"' д^п

:9 fggтавить матрицу представляющую собой

алгебраические дополнения Iйждого элемента трirнспонироваяной матри цы.

г) д-1 _
- Чтобы поJIyIить А-' (обратную матрицу),

Аrпt

lдl

дтпz

lAl

Аrпп

lnl
необходимо маIрицу I 1Астильлой) полеrгить на опрсделитель матрицы А

3. Уцлнqцшъ лццтрлцы,
помнить, что:
а) ЕА:АЕ:А, если А квадратная
б) А*ýt:д-l*д:Е
в) А*ВэеВ*А

4. Уметь вычнс.тlять R (ранг} матрлпщ
5. Уметь Dешать систему:

а) по прави.гry Крамера (с помощью определителей)
б) метолом Гаусса (лестничный метол)
в) матричным меюдом (с помощью обртной матрицы)



6. Исследовать систему с помощью рнга матицы
III. Пршrеры решенIff н IlсФIедования систем:

1. Решить систему по правилу Краьлера
(2x-y*Zz:-J
l x+ 2y-z-_4
( Зr+ !*Зz:З

12 _1
д:lr 2

lз1

Аr=

Ir

/2
tla:[1

\з

lAl =

2l
-rlзl
= 2*2 * 3 * (-1) * (-1) *3 + 1 * L*2_2*?*3 -(-1) * 1 * 3

- (-1) * 1 * 2 : 12*3 + 2 _ t2 +З * 2 : 10
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Ответ: (-1;3; l)
2. Решить систем.ч по мЕтодом Гаусса

r-,;i;:',::n'| Ъlтl
(Зr+у*Зz=3

x*2y-z:4
-5y+4z=-LL,
-5y+6z:-9 1|;'

zх-у+2z=-З
-х-4у+2х=-В
_Sy*4z=-11

Sy-4z=!1
-sy+6z=-9

zz=2G2)

+

-3x-6y+3z=-\z
Зх+у+Зz=3

-sy+62=-9

x*2y-z=4
-5y+4z=-\L

z*Lz=\

3,

z:1- _5у * 4* 1 = _11 у -_3_ х +2*3 - 1 = 4
Ответ: С1; З; 1)
Решить систему по методом матDнц

r:;,,;:,::; fti+) -0=G)
( зr+ i+Зz:з \з

х=-1
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2)Д-t*В:

р,)
ОтвЕт: (-l;3; l)

4. Исследовать сиgтему по ранry
m - число уравнений
п - число переменных

x*Zy*z:4
Зх-5у*Зz=\
Zx * 7у - z:8 m:4; П:3

-7у*Zz_-З
1. Вычислим рнг А и В

-z

\ / 7t(-3)+5,4+(-3)*З \
lr-зr / 1о \

J-(T) 
:[ ;ffi, l

/\1оl

'/rо
-6tILo
-5tIto

5t/1о
0

-5t110

-Зt/10
4tILo
5rlTo

:(т) :

(i li)
_з_22

_5
7

_7

L
з

fi',ilil '
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0
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в

ff1

z1
-11 0
з_з_11 0

А

: (-11)
: (3)

: (-11)i)А 2

RB:3

Ав

2. !елаем вывод дJlя системы:
1) Rя:Rв:3 - система coBмecTtrа
2) R:3:n - система имеет единственное решение
3) m:4 R:3 m-R:l - одно )tравнение, пркчем четверкЕ которс превратилась в
нули зttвисиомое, его вычеркикlем
4) Найдем решение систgм, записав ее в пробразованном виде из последней

формы, где выlшсJrяли рЕrнг(x*2y*z:4
l у- z:O L)z: l-y-1-0,y= !-у*2*1+1 =4,x=L
I z:1
Ответ: (l;1; 1)

5. Вычислим определителъ:

(1 
1 il} ,-(1 1 il}Rд:3
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА М1
выполнЕниЕ опЕрАций ндд мАтрицАми.

/4 5 _}io""""r, 1-1\
д:{з -1 0 l;B:{o ], з l1) \+ 2 т/ \s 7 зl

Найти: 3А - (А + 2В)
2) Найти произведение матриц:

02_1 3

40

45
-1 0_1 2

*L*2*3*].*5
*]_*З*3*0*5
*1*5*З*7*5

;В:

t*2*2*4*1*, 1\
З*2*L*4l0*1l
1*2*4*4*7*L/з"z

1\

а,)

1

4
2

(i
/I

о:(,?

+),'о:(

2\
0)
0/

Найти: (3В - А) + 2А
2) Найти произведение матриц:
/2 з ].\ /1 0о:k i ?,),,:(; i

Вариант 26\ /0 _1

j,J'': t ?

определитель матрицы:
/2 1 _4\

(т ? l,)
Вариант 2

прАктичЕскАя рАБотА }l!2
вычислЕниЕ опрЕдЕлитЕлвй.

Вариант I

А-

Вычислить определитель матрицы:

А-

ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА ЛlЬЗ
оБрАтнАя мАтрицА. вычислЕниЕ оБрАтной мдтрицы. нАхождЕниЕ

рАнгА мАтрицы. рЕшЕниЕ мАтричных урдвнвний.
Вариант 1

1),Щля заданной матрицы вычислить обратную:

-41_1|4_2 z
72].

Вычислить



А-

2) Найти ранг

д-

121
3_5 3
27 *1
2-7 z

3) Решить матричное уравнение: А * Х: В

2 0 4

-Lt_2031

1

А* -2
1

1

1

1 т),-: fi)
1 )fu я заданной r"r,}ri|Хi;;;"* обратную :

l2 1 _1\
о:[-, -2 L)

\4 2 Ll
2) Найтя ранг матрицы

д-

3_5
8 -14
-2 *1
11 -16

?
6
?.

3) Решить матричное уравнение: А * Х: В

^:(i i +);в: (+)

тЕмА <<систЕмБI дЕнЕЙЕых урлвнЕIIпЙr,
МЕТОДFrЕСКЕЕ УКЛЗЛЕЕЯ

Сuсmема -,tuHeilHblx уулвненuй - 
это объединенис из n линейr*rх урвнений, кiDкдое иЗ

которьD( содерюrг Ё перменных. Записымется это так:

/art.Tr * 011ýi + ...+ оttхк - Ь1

J alr.Tr * oxlxi + ",+ оэ*хд - Ь2
l ",
\ar,l"t1 * оо;rз + ... + опk.тlt - Д}и

Многие, впервые стiUIкиваrIсь с высшей шгеброй, ошибочно пола?ют, что rшсло

уравнений обязательно должно совпадать G числом переменньt( В школьной а-гrгебр так
обычно и бываец однако для высшей апгебры эm, вообще ювOря, неверно.
Решенuе сuсmе*rы урслвненuй - эю посJIедовательность чисел (*l, ftz, ..,, frr,), KOToparI

является решением кiDцдого урiлвнения системы, т.е. при подстановке в этс уравнение
ВМеСТО ПеРеМеННЫХ.Тt, J2) ,,,, Хп Ща:€Г ВеРНОе ЧИСЛОВОе РаВеНСТВО-
CooTBeTcTBe}lHo, решить систему уравнений - 

значит найти множество всех ее ршений
иjIи доказilть, {т0 эт0 мно2кество пуст0- Поско.гьку число уравненяй и число неf4[lвестных
может не совпадатъ, вOзможны три сJryчм:
l. Система несовместна, т.е. множестк) всех решеrшй пусто. ffостаточно рлкий

слlваЙ, которlЙ легко обнарlпс,Iвается нез:tвисимо от тOго, каким методом решать
систему.



2. Система совместна н определена, т-е- имеет ровно одно решение. Классический
вариаЕт, хорошо известньй еще со шпсольной скамьн.

3. Система совместна и не определена, т.е- имеет бесконечно много ршений. Эю
самый жесткrй варЕант. Недостаючно yKElaTb, чт0 (система инеет бесконечное
множество ршений> - 

надо описать, как устрено зто множество.
ПерменнiU{ .r; нflзывflGтGя разрешеннсlй, ес.пи она вхOдит тOлько в одЕо уравнение
системы, причем с кофф:лrшентом l. rЩрулаlлл сJIовами, в trстальЕых урtlвнениях
коэффициент при переменнойхi доrокеп быь равен Еryлю.
Если в к:Dкдом ур:Iвнении выбрать по одной Fзрешенной перменяой, поrцrчим набор

рiврешенньж переменньlх для всей сЕстемы уравнений- Сама сиGтема, &}писанная в таком
виде, тоже булет нilзыватъся разрешенноrf- Вообце говоря, одну и ту,i(е исходнJaю
систему можно свеýти к разным разрешеrшыц однако сейчас tис эт0 не волнует. Вот
примеры рiврешенных систем:

fТr * 7.r.+.тс= 3 f.Tt= 7- 2.t1lд-Jt
1) {хз - -+ 2) trз = 3 +.тт * 6.тз' (r* - .т5 = I_1 {.* - .Ti
Обе системы яшlяютýя разрешеннымll отнOсительно пеЁменньD(,tl? -тз и,y4. Впрочем, с
тем же успехом можно утверкдать, что вторя система- разрешенная
относительно лl, .rз и .r5. ,Щостаmчно переписать самое последЕее )aрвнение в виде х5 - х4,

Теперь рассмотрим более обций случай. Пусть всего у нас,t перменных, из
которых r явJIяются разрешеннымк. Тогда возможны два случая:

l. Число разрешенных переменньгх r равно общему числу переменных k: r: k.

Получаем сЕстему из ft уравненнй, в которых r: t рзршенных переменных. Такая
системаявJIяется совмесжоЙ и определенноЙ, т.к. .rl : bl,x2: Ь2,...,хr: Ьь

2. Число рiврешенных переменных r меньше общего числа переменньж k: r < k.

Оста.гrьные {k - r) переменных нzI}ыкlются свободными - oн}l могуг принимать
любые значения, из которых легко выIIисJIяются разрешенные переменные.

Так, в приведенньD( внше системах переменны€ J2, J5, хя (для первоЙ системы) и J2, "r5 (для
второй) являются свободными. Слгучай, когда есть свободные переменные, JIучше
сформулировать в виде теоремы:
Обратите внимание: это очень важный момент! В зависимости от тог0, KjlK вы запЕшете
итоговую систему, одна и та же переменная может быть как р&зр€шенной, так и
свободной, Большинство репетиторов по вьtсшей математике рекомендуют выписывать
переменные в лексикографическом порядке, т.е. по возрастанию индекса. Однако вы
совершенно не обваны следовать эюму совету.
Теорма. Если в системе из ,? )фавнений перменные xl, х2, ..., Xr- рзрешенные, n I7+

|, Х7 * l, ..., Xk 
- 

свободные, то:
l. Если задать значения свободным переменным (хr* l : lr+ l, хr+2 : tr *2, ..., xk: Ih), а

затем найrги зtlачения Xl, х2, ..., хr, поJцrчим одно кз ршений.
2. Если в двух решениях значения свободных переменных совпадaют, то значения

рщрешенных переменньIх тоже совпадают, т.е. решения рвны.
В чем смысл этой reормы? Чтобы получ}Iть все решення рзрешенной системы
уравнений, достаточно вылеJIить свободнне переме}rные. Ътем, присваивм свободным
переменным разные зtlачения, булем поJtучать готовьIе рсшsнн* Вот н все 

- 
таким

образом можно поJryчнть все решения системы. Других ршений не существует.
Вывод. разрсшенкrя система урвнений всегда coBмecт}l€l. Ес.гшr число уравнений в

рЕврешенной системе равно чисJry переменных, система булет определенной, если меньше

- 
неопределенной.

И все бы хорошо, но возникает вопрос: как из исходной системы уравнений поJIучить
р{врешенную? Дrя этого существует метOд Гаусса.

прА ктичЕс-lс*я рАБотА "ъ4



рЕIIIЕниЕ систЕм "гпдшfuшх урдвгшlлй мЕтодом оБрАтной матгlлlы,
ПО ФОРМУJIАМКРАМЕРА

Варнант 1

x-2y*3z:3
3x*y-6z=-7
9x-Zy-z=3

4.

Zx*y-z:L
x+y-z=-?;
4x-3y*z:1

13x+2y*z=t4 (х+2у*Зz:0 (
L.]2х + у + 4z = 72 ; 2.|2х+ 5у * бz = L; З-l
k+3y*2z=77 |z*+iy+7z=2 t

(2х-Зу*z=5
5.1 ,*у- z=| |

t зr-5z=1

Вариант 2
F-2у-7z=-З

o.1rO.т +y+4z=7i
( Zr+ y*5z=0

t x+2y-z=4
lЗr-у*z=4
(Zr+ y*?z=!6

7,

в.

IIрдктшчЕlскдя рдБотд J{is

РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИШЙНЪD( УРАВНЕНЛЙ МВТОДОМ ГАУССА.

Варшаrг l
I 4x-y-5z=1 12x*y-z=7 1Зх-2у*z=-З

9,1 x+y-Zz=6; 10.1r*y+z=6| 1r.|5x*y-2z=||
(Зr-2у-6z=-2 tЗr-у+z=4 t x+y*z--7

Вараrrг2

x-2y*4z=6
2x-y*3z-lL
4x*y-5z=9

|2
(5х-Зу*Zz=L9 t

rз.l+r + 5у- 3z =3|; 1а.I
tЗr+7у-4z=З1 (

( 2* -у -Зz *2t = 12 (r + у -Зz *2t = 6

,6 lз,i*si _::;i;:,r; п | ;;':;,::,: ;

\зr- 2у-Зz*2t=|з t zr- 3y*2z -6
(2х-у*Зz-2t=L

.oJ x+y-z*t=4
^''} x-z+2t=6

\ Зх-у*z-t=0

3x*4y*2z=5
5х-6у-4z=-З;
-4х*5у*3z=Зt

х-2у*3z=З
3x*y-6z=-7;
9х-2у-z=З

IIРАКТИЧЕСКЛЯ РАБОТА Л}6

рЕшЕниЕ систЕм м лишйных }?АвнЕний с N - IIЕрЕмЕннъlми.

Вараrгr l
1Zх*Зу*5z*4t=lЗ

,о J , -2у +Зz *Зt = 13'"'l Зх *2у - 5t = -11 |

t Зу -2z* 5t = 12

Варпаrгг 2



12x*y-4z+?f:_' /

^1;;у,;у;;;;з, ,,|
lzr+ 4у-2z-Зt=6 \
(x+y*2z*3t=1

лл lЗr -у-z-2t=-4
"'72r+3у- z-t=-6

l.х+2у *3z-t=-4

3x*4y-z-t=3
2х -у -Zz *2t =9
r*3у +5z-4t=2 i

4x-By-3z* 3t = 10
"Ьii";i

=ý
=4.
_1,

=Q

Еоrтгроэlьпая работа Лil
Элемеrrтн эпrrrейной шгебры.

Влршант 1

1. Вычиgпrь опредеJIитель:

7

4
10

2. Решить систему ypaBHeHrпi методом Краие,ра:

Zx, +хr+хз= 8

Зх,-2 хr-3хt--5
-4х,+Зхr+5хз=10

BrpH*rrT 2

l, Вычисrпrь опредоJIнтеJь:

lоOзl
|+ 2 1l

l042l
2. Реlшrть сист9му 1равнешrй методом Крамера:

-З х,+ х}+5 хз= 4
6 х, - х1- Xr=Q

1,5х1-2хr+4хr--14

РцЕп 2. Элсмtггъл апаlштячсскоf, гсоircтряш.

тЕмА <вЕкторы и кu)рдинлтъI нл плNкости>>

МЕТОДШrЕСКЯЕ УКАЗАНИЯ

Опреdаенае УлорялочеIilrJдо совоýдностъ (_xl, ха .-- _х n) п веществеянь[J( чиое,iI назплвают л-
мtерньtл, BeчmopoJl|, ачисJrах (i: 1,..., п), колпоненmаuu, ltлмкоорduншпаuц векюра

i42
44
78



Прuмq. Ес.тп1 натршrер, rrекоторый автоrrобиrшшй завод дOJIжен выrryст}rгь в смену 50

легковых автомобиirейц l00 груювьлц I0 автобусов, 50 комтr.гrеrсrов заrгrасrей ддя легковьгх
автомобшrей и l50 комrшGкюв дIIя грузовь[х авmмбилей я автобусов. ю производстве}ЕIую
программу этого завода можно зtшIисатъ в вl{де вектора (50, l00, l0, -5g, l 50), rалеющего пять
компонект.

Обозначения. Векrорн обозначшот хоФlнuн fiрочныии буваш нли буrвами с чертой или
ф.

стрелкой нав€рху, например, d wм 4 
. Д* o.*pu назывilются |хtвнш|ru,oсли oнlt имеют

одинаковое чпсJlо компонент и IФ( соотвgtствующ}rе компоненты равIъ[.

КомпонентывекторанеJIьзяменятьместамц}иприliq), (З,2,5,0, l)и(2,З,5,0, 1)разлше
вектора
Операцuu наd вqgruryшцч- Прсruзвеdенlr&u BErffopa х : (xl, xf,n ..., хп) rra деЙсгвитеlьЕое число L
нzlзывается вектор L х : (}. х1, I х2, ..., L хо),

Суммойвекторовх:(хt,х2,,..,хп)иу:(уl,уа...,уп)Еазыв&тGf,вектOрх*у:(х1 *yl,x2*y2,...,
xn+ + уп).

Проспрансtпво векmь{хrа" N-MepHoe векmорнае пIюслллtrпнсmво RЧопределясгся KilK мЕожоство
всех п-мерньD( вектOров, дrlя кOторых опредеп9rш операцшIумЕожеrшя }lадействительные числа
и сложение.

Экономuческая uпшкrсmрацu* Экономичесrсц ЕJlJпосграrцrя п-мерного векторноrо

цространства: проспtрансmво блаz (mоваров}- Подmоваро,лl мьл будем поflимать некоюрое благо

иrIи ycJryry, постуливIIше в цродажу в олредGленно€ время в ощ)едеJlенном месте. Прдполошачr,
что существует конечно€ tlисJIо наJIиЕIньгх товаров п; KoJIиIrecTBa каждого Ез IffDq приобретеrтrше

потребителем, характерк}уются набором товаров

l. х: (xt, xz, ,.., Ь),
где черq} *, обоз*и"Ь" коJIичество i-го блага" rrрrrобретеlrгюго лютребнте.пем. Булем сч}iтатц что
все товары обладают свойством проIавоJIыюйдеrшffdостrц Tllk чп} но]кет бьггь ryтшено Jпобое
неотриIIатеJьное коJIиIIество каждого Ез HID(. Тогда все возможнше наборн тOваров явrIяются

векторirми гросtрдIgrва товаров С : {х: (xl, xz, ..., х") xi > 0, i :l,.-.лi.

ЛuнеЙная H€raallclLu(rcmb. Сиqrема al, с2, .,., еп il-морньD( веrсгоров назъilвается лuнеilно
завuслtпtой, ешшrнайлугся такие чисJIа ll, 12, -., , Ь, }в кOюрю( хотя бы о.щ{о от.лtично от нуJIя, что
вьшоJIIIяgтся равенство Ll eI + Ь е.: 0; в rро,гrш}rом сJýлrае ддпия сиgrама вектOров
назывilется лuнейно незамсu*лой, ю е9rъ указанное рlшенство возможно JIишь в сJýлао, когда вс,е

ful:rt2:...:b{. Геомвrрическrй смысJI лrдrейшюй зависимости векторов в RЗ, rшrгерпрепФуемьш
KttK ншIравленные отрезкц поясt{rlют сJIедlюцие теоремн.

Теореuа 1. Система, состсяпIая к} од{опо вскюра, rшпrейно зtlвпсима югда и юJько юrдц когда
этот вектор rrупевой

Теорема 2. Для того, чтобы lра вектора бы.lпr лr*reiirro зiлвисимьц нюбходIпrо и достаточно, чтобы
они были коJIпиЕйIрны (парш-гrоьны).

Теорема J. Дя того, чтdы тpli веlсrора бшпr эrrшеfurо ýв}rсимы, нmбходпrо и дост:lтOчно, чтобы
оrи были комплаЕарнн (ливlшl в о,цrой rшосхоспr).

Левая u прамя mроfrtа sекrш)ров. Tpofua некомIшанарньD( векторов а, Ь, с нiвывается правой,
если наб.тподатеJIю tB ror общего нач{ша обход коlщов вектOров а, Ь, с в указ:rнном порядке
кажется совершаюшц{rдся по чzюовоЙ cTpe.TrKe. В гротr.вном случае' Ь, е - :евая mроiiко. Все правые
(шпл левые) тройсr вектOров назывilютýя ot}uHaKtжo оIпленпп!р{)ванны.ллu-



Базас u коорduнаmrе Тройка el,e2, е_]ЕекOilпJlаIищ*д( вЁкюров в R]rвзцваgrсябамсо.л,t, а са}rи
векторы el, е2, ез - базuсншлtч. ЛюбоЙ всктOр а tJожsт бьгrь едшrgrвеяrпгм образом разложен ло
базисrшм векторам, тt) естъ представлеrr в вцде

д : Xt et * xz ez * хзез, (1.I)

числа Xl, х2, хз в ралоr€t{ии (1.1) назълваотся rulayx)uHamalrlJ всктора е в базнсе et, е2rсз и
обозначаются а (х1, х2, хз).

ОрmонормuрмнныЙ базuс Если векгоры cl, с2, э] Еопарно перпенддq/лярtш и дпина каждого из
ню( pilBнa едиIrице, m базис назывitотся оr}mонор"чulюванн&ч, а, коор.Iцевш xI, х2,

хз - прrLfoлоуzольнымlt. Базисrше векторы оргоtюрш{рованного базиса булем обозначать i, j, h

Булем предюлагать, чI0 в просrранстве R] вьлбрана правая система декартовьгх прямоугоJIьньtх
коорд,rнат {0, i, j, k}.

Веrсrорпое пIюпзведенпе. BeKmopHbtll прочжес)енilе.l, вектора а}Iевекюр Ь называется векюр с,

который определяется следдощими темя yc]IoBияMIr:

1. fuшrа вектора с чнс.пенно равна площаlц.r гщаллФогр:лмiJ4 поФроен}юго на векюрах а и Ь, т.

е.

с: |а||Ь| sin (а^Ь).

2. Вектор с перпендil(уляре}l к кш(дому ra вектOров а и Ь.

3. Векторы а, Ь и с, взятые в указанном Iюряще, образуют прах,ую тройку.

!ля векторного проI&}ведения с ввоlryIтся обозначеrпrе с = [лЬ] шrи
с=8хЬ.

Если векторы а и Ь ко.гrлпrrеарны, то sin(a^b):0 н [аЬ] :0. в частнос-га [аа] : 0. Векторrше
произведения ортов: tiЛ: Ь tjkl: i tНl:i-
Если векторы а и Ь задаrш в базисе i, j, k коордшатами а (al, а2, аз), Ь фr, Ь:, Ьз), ю

t
lE

r*
[аа

*

dlз

&}

т
J
а2 = = Г(а, Ц - аrЬr)-.ifuрз -*з}r) +Et"rbr-*r&,}

Смешанное проuзвеilепuе. Ел;м векторное проrвведение двух
векторов а и Ь ска.пярно )rмножаетс, tи трgrrfr векюр с, то тако€ проIdlведение ц)ех векторов
называется смеuцmн&\l пуlочзвеdенuеttдобошшаgгся сиrrвопоrr д Ь с.

Если векторы а, Ь и с в базисе i, j, k задзны свOими коордеrfiами
а (ац dz, аз), Ь фr, Ъ, Ьз), с (с1, с2, сз), то

licr а2 аз
l

lц ь2 ьз
I

|cr с2 сз

l,

аЬс =



Есrпr векторы образуог прffвую тройку, то шt смешIанЕое проrtrведенr.е 9сть чЕсло положнтеJIьное,

рirвноеуказанномуобъему;ес.лижетроfuааrЬс-левая,тоаЬс<OнV:-дЬс,сrrедоватеrьноV
:|аЬс|.

Коордrтrаты векторов, встречаюп{иеся в задачах первой главъл, прсдlолагаются заданными
относитеJIьно rtравого ортонормированною базиса Е.щш*rчlшй вектор, соrиrравлеrшшй
вектору а, обозначаgгся символом а". Сшrвоrrом r-ОМобозндчасгся рад{ус-веrffор точlоt М,
символilми 4 АВ шrи |*| |АВ| обозначдотся модуJIЕ векторов д п АВ.

Пример1.2.Найдrге)ЕOлмеждувекюрами*:2ш+4пиЬ:m-цгдеmЕп-едrrlшчныевекторы
и )гол межд/ m и п равен l20".

PaaeHue, Имеем: Фs 9: аh/аЬ, atr = (2m+4п) {m-п) :2d - 4f+2mп:
{n

tfa

: 4 m2+lбmп+16 п2 : 4+16(-0.5)+16:12, з}цlчит 
^ 

: Jп. ь : ff , у =
l:

= (m_п)(m-п): mz -2mп+ 11] = 1-2(4.5Fl:3, зtичr.п Ь: {3 . окоrrчgгеrьно имеам: cos 9

-з
: Jtz.з : _r,r,9: l20o.

Прпмер 13. Зrrая вектOры АВ (-3,_2,6) и ВС (-2,4,4), вшчисшrте щIшу вшсоты AD треуго.пьrшшса

Авс.

Релаенuе. Обозначая ппоп(аль тр€)лоJьннка АВС через S, поrцrчrrrr:

Е:::;
S : 1/2 вс AD. тогдд дDЕ2Sвс, вс: rf ВС' =

(-2) +4 +42

: 2 - 4+2cos120o: - 2 + 2(-0-5) : -3; а: ; а2: (2m+4п) (2m+4п):

S : 1/2l АВ х ACl, АС=АВ+ВС, значит, вектор АС шrеgг коорди}rаты

/f(- 5,2,10)

:6,

АВх АС =
'

l-з
l-)

,

-2
2

Е
6

10

= 
= Г(- 20 - 12)*;(з0 - з0)+ Е(- о - 10}=

:lб .,л
; S:8 fi ,откуда: -16(2Г * f ). цBxAcl:

16-ý 8.ý
дD: 6 = 3

16 +1)

Пример 1.4. .Щшш два вектора а ( l l,10,2) н Ь {4,0,3). Найдтre едппгrннй векюр с, орюгонаrпьrтый
векторам а и Ь и тац чтобы упорядоченная Tpofua векгоров & Ь, с быrв rравой

Решtенuе, Обозначrпr коордfiIiIты векюра с oтноситеJIьно даfiного лравого ортонормIФованного
базиса через х, у, z.

ПосколькусJ-аrсIЬюса:OrсЬ:O.Поуслrовrлозадачитребуегся,чтобыс:IиаЬс>0.

Имеем систему уравнеrлшiдля нil(ох(денlý ьу, z: l lx +10у + 2z:0, 4х+3г0, х2 +t' + *:0.



Из первого и второго 1paBrrerTй сиgtенн поJцrпш z: 4R ь у : -5lб >r Подставrrяя у ъlzв тgгье
)Фавнение, булеи иметь: *:З6/125, отIýл8

6

;Бх:+

1i

4

х

102
03
уЕ

Используя условие а Ь с >0, поJцдrим rrepilBetrcTвo

} 0 илн 5(6х -5у -8z)> О

С учетом выражеrпшi дJIя z и у перепишем поJýлIенное неравенство в вцде: 625lб х > 0, откуда

следует, что х>0, Итац х: у

IIРАКТИIIЕСКАЯ РАБОТА Л!7

ВЫПОЛНЕНИЕ ДЕЙСТВИЙ НАД ВЕКТОРАМИ. РЕШЕНИЕ IРОСТЕЙШИХ ЗАДАЧ
АНАJIИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ НА IIПОСКОСТИ.

Вrрпаlrr l
1. .Щан отрзок АВ: А ({; 3), В (З; 4). Наftги H.r 0трезке тOчку М (ц у), чmбы АМ :

0,4АВ. (Сделать чергеж. )
2. Найти перимgry треугольника, вершинами коюрого явJIяютýя точки (З; 4), (-2;4), (2;

2).
З. Найти коордикrты точки, де.гrящей отрезок между точками А(-2;3) и В (4; 6) в

соотношеЕ *lll 2:З. (Сделать черЁж- )
4. Вершrтш треуюJьника: А (5;0), В (З; -8}, С (1; а). }lайтидJIиrry медиан AD и ВЕ.
5. .Щана тоIIка С (З;5), кOторirя делит отрезок АВ в соотrошении АС: СВ :3:4. Найти

координаты начаJIа отрезка А" если коtщом сJцDкит тOчка В (-l; l). (Сделать чертёж,)
6. Точка М (1; l) лелат пополам отрезок, заключённьй межпу точками А (ц 5) иВ (-2;

у). Найти эти точки.
7 . Щан отрзок АВ: А (-2; 3), В (2' -З}, Точlса М (ц у) деднт 0трезок в соотношеtми 2:З.

Найти коордиrвты тOчки деленЕя и дшil{у отрзка АВ.
8. Щан отрзок АВ: А (-1; 2), В (а' а}. До какой точки С (ц у) надо его продоJDкитъ в

направлении от А к В, тюбы его длнна увеJшчилась в 1,5 рза? (Сделать чертеж.)
9. Найти дJIины медиан треугольниlсаАВС, если А (2; l), С (0; 3), В (-2; 3). (Слелатъ

черёж.)
l0. Дан треугольннк АВС: А (-l; 3-З€), В (2; З), С (4; 3). Найти длину стороны АВ и

медианы AD. (Сделать чергёж.)
Вариант 2

1 l. На оси Оу найти TotIKj/, равноудалённую от точек М (6; 12) и N (-8' l0). (Сделать
чертёж.)

12. ,Щан отрезок AIl, где А (2; 5) и В (4; 8). Точкой С (х; у) 0грезок делится в отношении
2.З. Наfrги коордиIdаты mчки С.

13. отрзок, соедшlшощий нач:Lло координат с точкой М (2; -6) разделить в отношении
3:7. Найти коордпнаты точки деления.

1

Jэ
6

clcJnJ

8
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14. Рассто*Iие между точками А (2; у) и {х; З) делится в точке (5;4) пополам. Най,ги
ординату первой тоIrки и абсrшсry rmрой.

15. На протюкении отрезка АВ с коорлиftатами А (-5; 5) и В (1; 4). Найти точку с
абсциссой, равной 9. (Сделать чергеж.)

1б. Отрезок AI} разделён наT ри равные частн. Найти координаты тOчек деления, если А
(З;2)иВ(l5;б).

l7. Отрзок АВ: 10; А (х; 4), В (l; -2). Наfrrи абсuис*у mчlоr А.
18. отрзок Аts разделён на 5 равньп< частей. Найти координаты точек деления, если А (З;

2)иВ(-6;-15),
19. .Щан отрезок АВ: А (_2;l); В (8; 6). Найти точку С (х; у), коюрая делит отрезок в

отношенин l:4. (Слелать чертеж.)
20. Отрзок АВ разделён на три равные части TorIKllMи С (3; -l) и D (l; 4). Найти длину

отрезка АВ и координаты его коtщов.

тЕмА <<урлвнЕниЕ лЕнии нл пл(rcкости>>

МЕТОД{ЧВСКИЕ УКЛЗАНИЯ

1. 1. Пусть х и у -,ще цроIввоJIьньле перенвIrные.

Оrцlеделешае: Соотношенrrе вI4да F (*, у} :0 rrа:lывается ypaBшeшue.\{, есJIи оно справедJIиво не ддя
всякIо( пар чисел х иу.

Пр rер: 2х + 'Iy - 1 : 0, *'+ у'- 25 : 0.

Есrпл равенство F (ц у) { выполняегся дпя лпобьпr )L у, то, сJIедоватепьно, F (х, у) : 0 - юждество.

Пршиер: (х + у)2 - х2 - 2ху - у2: 0

Говоряц чю чисJЕl хо иуо )фmлеmворян}m )уювненuю, ecJl}r rри rд( Iюдgвновке в это уравнеЕие
оно обращается в аерно€ равенство.

Важнейlшrм понятием ilнаJштической геомегрrшr ящIяется понятие !{равIrения линии.

Отпэеделеrrие: YpaBHer*reM даrrrrой JIинии назьлвается уравнение F (х, у) ={, коюрому
удовIIетворяют коордfiIаты воех точец дежащID( rra этой лrллщ и не удовлsтворяют коор.щfirаты
rппсакой Ia точец не Jlgrýащю( rra этой JIиниIL

Лlлtия, опредеJIяемая уравнениом у: (х), }I8нвается грфшсоu фупсttшt {х). Переменные х иу -
нr}зываются текуlщь{икоордшIатамц т, к. яЕ.ItякIrся коордilrrгаrд}rпериеrпrой точкн,

Нескопько rц}шltе,ров определення Jп{ний

l) х - у :0 :} х - у. Это )Фавнение опредеJIяет црямую:

2\r'-у2=0:>(х-у)(х+у)-0:>точкидо.IDкныудовлетворять.гибоуравяениюх-у:O,rибо
урtшнению х + у: 0, .rю соответствует на пл{юкости паре перееекаюIщO(ся црямьD(, явJшпощI,D(ся

биссектрисапди коордиrЕтньrх )длов:

3) х? + у2: 0. }юму урilвнению удовJrcтворяет TýJrьKo одна точка О (0,0).

2. Огrределеrие: Любая прf,м:lя Hil плоскости можgт быть заддrа)ФilвЕением первого порядка

Ах+Ву+С:0,

причем постояннне А' В не pitBlm нуJIю о.щrоврсменно, т.е. А2 * $2 t 0. Это )равнgние первого
поряд€ назывiлют обпцrм уравнýнием rрямой

В зазисrдчrост?l от значенlй постоянных Л В и С возможrrы сJIедующие частные сJIучм:



- С : 0, д' 0, В 1 0 -щrямая проходrтг черG} rfiшало к(юрдfirат

- А : 0, В l 0, С' 0 {Ву + С : 0i- rрямая парашельнаоси Ох

- В:0, А l0, С'0 tAx+ С:0) -rрямilяпарrцшеrrьнаосиry

- В : С : 0, А' 0 - гряrrая совIrадает с осью Оу

- А : С : 0, В | 0 - rrрямая совпадаsт с осью Ох

Уравнение прямой может быть представлено в рtlзJIрнном вIrде в зависIlмости от кiжю(-либо
заданньtх нач {lJrьHbD( усrrовrй.

Уравнение гршrой с чгловьшr коффrщв*тmrr

Ес.rи общее )Фirвнение гlрялой Ах + Ву + С :0 прrвести к вид/:

дсv=--*--,вв

и Обозначрrгь -; : k,-f,= Ь; т. е.у = kx * Ь , то поJцлlенное)равнение назывЕl"'ся ).равнением

прямой с угловьlм коффшцrеrrюм k,

Уравнение гrрямой в оцlgзкФ(.

Если в общем JФавненип rryямой Ах + Ву + С:0 С 10, т0, рsздеrff{в rra{, получим: -t* -io =

1 шпл i*';= 1, где а= -t;, = -9
Геомегрическrй смысл коффшщентов в то}ц что коффлшдеЕт а явJlяется координатой точки
пересечения прямой с осью Qц а & - коt}рддIfitoй точrоr пsресечения трямой с осью Оу.

Нормапьное ypaBHerTrre трямой.

Есlпаобечасти)ryавItениtr Ах+Ву+ С:Oразде,лrьначисJIо р = t;;fr;; , котOрое

нч}зывается нормирующем множитеJIем, то поJý/чим

xcosj + уsФ - р : 0 -нормiшьное)равнение rрямой,

Знак + нормIФующего множителя надо выбrрать тац чтобы mхС <0.

р - дJп{на перпец4дсуJIяраo огIущенного rB }Iiгlапа коордшат Hil пря}fуIо, а j - угоrь образоваrпый
этим перпе}ц}ilryляром с положЕгеJIь}шм напрilвлеrеrем оса Ох-

3. YpaBHerпre rDямой по точке и угловоrrу коффrпцrеrrry.

Пусть угловой коэффшцrеrтг прямой p:rвeн k, rрямая проходrг ч€р€з тOlп(у М (хо, уо). Тогла

урiшнение прямой нi}ходится по формупе: у - у0 : k (х - ь)

Уравнегше прямой rrроходшtей чеDез .ше Tolшrr.

Пусть в TIpocTpaHcTBe задзIпfr две точки Ml(xl, уl,ъ) н Mz(xayz, z:), тогддуравнение прямойI,

цроходящей через эти ючки: |-',| = !.-Yl - 
z-zl

Xz-Xt Yz-Yl Zz-Zt

Ес.гпл какой-.lпбо rc зrименателейравен нуJIю, c;reryeT црIФавЕrягь нуJIю сюответствующld
числитеJIь.

На плоскости записаЕное выше )Фавненне гря:rrой угропlается:



Yz-Yt.Y-Yt=-rr_o(x-xr)

если xr 1 х2 и х: xl, ecJIIшl : х2.

.Щробь #:k называgгся )лловым коффrт+rекюм грямой.

2. Ах2 + 2Вry + Су'+ 2Dx+ 2Еу + F:0,

Существует сItстеиа коордillат (не обязаrешrю декryюва прямоугоJьная), в коюройдшшое

уравнение может быть прелставllено в одк}li 1lз вllдов, приведеншдi Hl.жe,

4*4=r.а' в'

r ,f-.:t...:)\а'tr
х' у'

1) - уравнение fллипса.

1
- )Фавнение "мIillllого" эJшIиIIса.

}
1.

3)о в - )р:rвнение гипербоrы.

4) *х2 - еу' :0 -ypaBHerrrre.щyx пересекаюцsо(ся прямых.

5) у2 : 2рх - 1равнеш,rе парабоrш.

6)f - * :0 - }Фавнение.щух параJIJIеJIьню(, tФямьrх.

7) t' + а2 : 0 - уравrюнпе дшlдх "мrпплюr" IиFJulе.rьrшD( прflиы}L

8) у' : 0 - гвра совпаддопцD( прямы*

9) (* - аF + (у - Ь)' : R2 - 1равненке окружк)сти-

Окруеrcносmа - множество всех точек плоскост}л, равноудаJIенных от заданFrоil To.aкll,

называемой ценmро-+l.

,I

у

,у)

0 .l,

Hop-l,ta:tbttbre vравненuя окруж:носmч радrуса Л с центрм в

точках 
С{'т''}' ) и ()(0,0)соответýтвенно

<ti

{,т-ý, i' +iý -}* J' =д' (2) я +.}'о *Л: 
.такимобразом,центр

окружности в точке O(0,-8),u ouo"r"t; = -ffi
Эллипс - множество всех точек плоскости, для к,lJкдой из которых сумма расстояний до

двух заданньrх фиксированных точек, называемь tx фоlусаttч 1 
Fz ' F' 

), есть величина
постоянная.

/{

C/(r;,,
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!l

п|

уравнение Х - обраmная прOпорцuоналыttм
обеих асltJvпmаm гипефолы; завuсшъюсmы
Парабола - множество всех точек плоскостн, равноудаленньгх от задакIой точки,
на:}ываемой фоъуа*эq и заданной прямой, называемой dарекtпрuсоt1.

.lft,r: lz)

ГtД:rli

.\

l)
] 1

Канонuческае ypaaleHue парабо.7ьt с Beplцu+clil cl начаае кtхлц)uнаm
;+

}' =:рх
-t aя-.,+ * - !rl.

' ' , есJIи она симметрична, если она симметрична
относительно оси Оц относ}лтельно оси фl.
Н е ко mор bt е о бо зн ач енuя ч х apanllt ерuсlпласu пара б ол bl,.

t7r,.=х+-
1J - расстояние от призвольной точкI4 М (х,у) парбояы до

Ft*;ol
фокуса параболы (фокальньrй раduус), рсстояние от произвольной точки t1.1

---р,а - --
(x,u) параболы до дrrрекгрисы,

,}
- - ураrrенне |uрекпtрuсы парабольr

IIрлктнtlЕскАя рлБотА лв8

СОСТАВЛЕНИЕ УРАВНЕНИrt IРЯМОЙ НА I1ПОСКОСТИ

Варнаrгг l
21. Написать урвненпе прямой, проходящей чсрз точку пересечения црямых l- t- r =

0 и2х * у: З перпенликулярно к прямой 2x-y+|+g. (Сделать чертеж.)
22. Дан треугольник АВС: А (5; 0), В (l; 2); С (-3; -2). Найти длину медианы СЕ и

написать её урвнеrше. (Сде.гrать черtФк)
23. .Щано урЕlвнение прямой Зх-2у={ и наней ючкн А (х;6) и В (-2; у). найти абсчиссу

первой точки и ординату второй. (Слелать чертёж.)
24. Найти длину отрезка прямой 12х-5у+60{, заключенного мея(ду осями координат.
25. Черз точку пересечения прямьD( 2х+5у-14{) и 4х-Зу+l1={ прведена црямая,

осекающаI на осн Ох отрезоц равный 4. Написать её урвнение. (Сделаrь чертёж.)
26, В точке F{il прямой4х-Зу+11:0, абсцпсса которой равна 1 восgтановлен к ней

перпендшсуляр. Наrшсать его.
27. Щан треугоJьtIж АВС: А (-3; 0), В (3; 3); С ( 1; 4). Написать урвнение медианы BD и

высоты АЕ и найти острый угол мех(ду ними. (Сделать черЁяс)
Ввриант 2

t
l
l

=- - t,l
i
I

I

l
l

l
l



28. Через точку пересечения прямых i * i : 1 н 3х - бу : 22 провелена прям:ш

пергrендич/лярчо прямой З5х+б. Нагtисать ее уравнение. (Сдеrвть чертёж)
29. Написать уравнение прямой, прохопяrчей через точку А (l;2) перпендикулярно к

прямой проходяцей черз точки (а; З} а(-2:1). (Сделать черЁж)
30. Найти величину внутренних _углов треугольника с вершинами А (6; 0), В (3; 4); С (0, -

2). (Сделать черЁlк)
31. .Щан треугоJьннк АВС: А (-2; 2), В (5; З); С (2; 4). Написать урвнение медианы АЕ,

высоты BD и наЁгги острый угол меrкду ними. (Сделать черreж)
З2. Щан треугольник АВС: А (5; 3), В (3; 4); С {4; 0). Написать }рав}rение медианы AD,

найти её ллину и угол д.
33, ffан треугольник АВС: А (-l; 2}, В (5;7)" С {l; -3), Вычкслить угол между стороной

АВ и медианой, проведенной из вершины С.
З4. Написать J.рвнение прямой, проходящей черз середину отрезка, соедиttяющей mчки

М (-1; 2) и N (а; -l).

IIРЛКТИЧЕСКАЯ РЛБОТЛ JE9

взАимноЕ рАсполо)I(ЕниЕ прямъlх нА I1лоскости.

Ьрrrапт 1

1) Прямая ЕF, не лежащм в Ilпоскости АВС, пryаlrrrеrъна стороне АВ паршшелограмма
ABCD. Выясrrrrrе взаимное расположФrrrе пряlfь[х EF и CD.

2) В ромбе ABCD диагоIIаJш пересекtlются в ючке О, точка F не локrrг в IIлоскости АВС. Можно
ли провести IшоскосIъ черgз прямую FС и ючки А и С? Огвег обоснуfuе.

Варпаrrr 2

1) Прямая МТ. rre лGхýшцЕlя в IIJIocKocTIi АВС, rирlшельна qrороrrе ВС тщашrелограмма
ABCD. Выясr*rrе взiIипное расположенпе прапъDt МТ и CD.

2) ffаны параJIJIеJIограмм ABCD и точка Ц не лсжапrая в IIпоскости АВС. Как расположены прямм
АС и п.тlоскость BDE? Огвет обоснуйге.

прАктшrЕскАя рАБOтА Jф10

СОСТАВЛЕНИЕ И ИССJIЕДОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ ОКРУЖНОСТИ, ЭJL,lИПСА.

BapпerrT 1

41. Написатъ уравнение окрухоrости с цФrтром в точке (4;2), есJrи она проходит через
точку М (3;2),

42. Написать уравнение эJIлипса, если его фкусы имеют коордt{наты (0; *5), а
эксцентриситет р*е";.

43. Построить окружностъ по ее уравнению: 4х2+4у2-28х-95:0.
44. .Щано урвнение окружности: x2+l+6x-t0y+18{. Какой вид црпмет уравнение этой

окружности, если начало координат пsренести в цент? Найти радиус. (сделать
чертёж)

45. Написать уравнение окру;лсности, ecJlи она проходит через точки А (8; 2) и В {10;0), а

радиус равен 10 едшгиц длинны.
46. Написатъ ypавHeн}re оr?},лс{ост}r, которая прход}rт через точrJ,(5; 3), а ее центр

лежит в юrIке персечения прямьD( 5х-Зу-lЗ{ и x+4y+J{.



47. Написать уFвнение эJIлнпса, еслн абсrисса одного из фкусов рвна 3, а
эксцентриситет равен 0,6.

Варuанr 2

48. Щана oкpyrкrocTb х2+у2+6х-8у-7:0. Найта координiпы центри радиуса окружности.
(Сделать чергёж)

49. Нагшсать урllвнение окррiсrости, прохоIцщей черв начiлло координат, есJIи ее центр
лежит в вершине парболы t': ZiЦх+l" (Сделать чергеrс)

50. Найти расстояние от центра окружности x2+y2+6x4y-l2:0 до точки М (-3; 5).
(Сделать черЁк)

5 1 . Опрлелнть коордшrаты центр и вдЕуса окрукlой? x2+}1-8x+6y+2 l {.
52. Щано уравнение элtмпса.2*+3l{={. НаЁrги длины оссй, координат фкусов и

эксцентиситет.
53. Найти точки пересечения окружности,х2+t'-|69{ с прямой 5x-l2y:0,
54. .Щано J{равнение окружности ц2+у2+61+ l 0у- l 5:0. Написатъ уравЕеIrие

концентри.rеской оlgужности? вдиус коmрой вдвос меньше радиуса данной
окружности. (Сделать черrЁж)

прлкгичЕскАя рАБотл ль1 l
СОСТАВЛЕНИЕ И ИССЛЕДОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ ГИШРЮЛЫ И ПАРАБОЛЫ.

Вериаrrг 1

55. Написать урвнение гипефолы t{ ее iлýкнпюъ если мни}lм ось б, а эксцеЕгр""*, f
56, Написать уравнение параболы, снмметричной oTHocшTeJlbtlo оси Оу и прохолящеЙ

через mчки (-2;4)н (€;0). (Слелаrъ чергеж)
57. Написать уравнение гrrпефоьr, есJIи разность между действЕгельной и мнимоЙ

полностью равна l, а эксцентриситет ра*е" ;.

Варпапт 2

58. .Щано урltвнение параболы: у: -х?+6х-5. Ншiти координаты ее вершины и точек
пересечения с осями координат. (Сле,шать черЁж)

59. Написать уравнение гипефоrш н ее аýимптот, если действительнiц ось равна 8, а
эксцентриситет равýн 1,25. (Слелать черЁж)

б0. Щано уравнение параболы: у: x?4x+l. Найти координаты вершины и фокуса
параболы и написiлть уравнение дирекrрпсы. (Слеrвть чер€ж)

Контропьная работа .lt&2

Элемеrrrы аflалитической гюмеrрпи.
l варпант

1, !аны точки А (l;1} и В (4;2). CocTaBrrTb Jрвнение прямой, цроходящей черз эти
точки.
2. Составить урвкение плоскостц прохоJцщей черезT ри точкя А (-З;2; -1), В (-l;2;4), С
(3;3; -1), не лежашше на одной прямой. Наfirи координаты вектоF нормirли.
3. Составить каноническое уравнение прямой по то.псе К С2;0;3) и напрвJIяющему
веIсгору.
4. Найти координаты цсrrгра и раднус окружности, если её урвнение задано в виде:



х2+/+ 1 0х-6у- 15{.
5. Составьте урзвнение эллипса, если расстояние мФIцу фокусами равно б (фоlryсы лФкат
на оси ох) и бо-rьшая ось равна 10.
6. Найти полуоси, координаты фкусов для элJrипса и построитъ его.

2 BapиarrT
l. .Щаны точки А (-1;2) и В {2;t). Составнтъ уравнение прямой, проходящей черз эти
тOчки.
2. Составить )rравнение плоскости, проходящей через трн точкн A(l;-2;0), В(2;0,-1), С(0;-
l;2), не лежащltе на одной прямой. Найтн координаты вектOF нормали.
3. Составить кilноническое ).равнение прямой по точке М (-2;0;З) и н:шравляющему
векюру.
4. Найти координаты ценIра и радиус окр)асrости, если её 1щвнеrше задано в виде:
х2+у2+8х4у+40{.
5. Составьте урвнение эллипсъ если расстояние между фкусаr,ш равно 8 (фокусы лежат
на оси ох) и мшlая ось равна б.
б. Найти полуоси, коOрдинатн фr.усов эJuIItпса и пострять его.

РАЗДЕЛ 3. ОСНОВЬ[ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

ТЕмА <<мНOжЕСТВАr>

МЕТОДI.tЧЕСКПЕ УКЛЗАНЕЯ

1. Основные попятпя. Поrшгие множеспrво явJIяетýя первиIIным и поэтому форма.тrьно не может
быть определено. Обьпчно множество обьrсншот, аlrодуя основатепю тоории множеств Г.
Каrrгору, как совоцшность объекюв проItsвOJьной приро,lщl, раосмаrримеilfуIо, как единое целое.

Объекты, состrlвJlrюпше множество, н8нвают еrа элеменmtLцч- Мrюrrеgгва обозначают

прописными буквамилатинского а.шфавrrrа {Х' Y' "'), элемеrrгы itножеств - строчными буквами

1Х, У, ",). Утверждеrrие (элемеfiт r приrrцдrrежrrг множесrву f ,, заr*rс"r.вается след/юrrц{м

образом: х€Х (€ -сrоrволпршцлпеr(ности). Впротrшномслучае - х#Хlили хёХ 
у.

Факт пршlашlФкЕостн эдемента I мно:кеgrву Х можцо указагъ с помощю хсракmерuсmuческоti

фуt Ktluu ./|lH о эrcе сmв а :

д,(t) = 
{Ь,

1
На рис. l показана цринадrIе]к-

ность точек oTpqt*a [а, Ь1 множестц.

Х . В боrrее общем cJýлae, предJIожен-

ном Л. Заде, фуrтодlя Д..(Л) 0тажаgг

частиIrную пршrадпежrость элемsЕта

' множеству Х, ,rp*o*rarl значения

Ез интервilла (0, l].

Если каr<дый элемеrrг множества

Х входтг"пr*rо**сrrо Г, ,о Х 
"а-

0 а х ь х

д{х)еслнх е Х,
если.т е х.

Рис. l. Хараrгеристическая фуrтсrщя

мЕожества Х нЕотр€зке [а, Ь7



зывается поамножесmвох Y .Приэrомrшшцгг: Х c-Y *nY :э Х. Ecilи Х CY n Х +Y,To
гшIryr Х С- Y ишr Г Э Х. Здесь Е,С" Э, = -симвоJIывкIIючення. Мrюжества Х а Y

рсtвны, если они состоят Ia одшо( и тех же элементOв, иначе rcворя, оrr, Х CY n Y С, Х 
.

Множество. не содерz€щеени одrого элемента" н&iываgпся пуспrеч (обоэначается а1.
Множество назнваgгся uсmuнным|, есfiи оно IrG fiJrстое.

Из огlределения подlfiюr(ества следует, Lгю каждо€ множество явJIflется Iюд,{ножеством самого

се6": Х С, Х . Кроме юго, fiЕпzlют, что IIустOе мЕожество есь под{rrожество.lпобого множества

Х,Ис,Х.

Различают да вцда подмножеств множФGтва .{ : само Х , а ншнмют несобсmвенныilll
подмножестваJ!rи; вае остаjIьные подlдножесIъа ФJш оIш существуют, - собсmвенл!ы.фrлl.

В Teopr*r множеств дпя удобства и краткости заrисей испоJьзуют спеIшаJьные обозrичеrмя:

V - квшrгор обптrшти (озлачаюrщшi с<любойr>, ttдIIfl всехr>, (каков бы rrrr бы.iо>);

] - кваrrгор супIФтвования (означающrй (существуsг>r, <сlаftдвгсяD, (можно найгш);

Э - rдчrпrrикаrия (сrпдвол сJIедgгвия, озrичаюшцfr ({вJIечет за собой).

С помощю этIд( символов условие Х С, Y зffIишется так:

Vх:хсХэхсY

Множество Х rrазr.rваgгсяэквuваленtпны;цмнохсeству )' 1оОозначаеrся Х - I1, 
""rrrnмý}rqry

элементzli!{и ,Y н Y мож}Iо установкrь кинi(к} однозначttо€ с(ютв9тствпе, Разrrичаrот коflечные

п бесконечныс множества Число элеменпов ltlx}x(ecTBa f, 
"аз"пrrе.rс" 

il\ моulносmью yLl:оz_

карduнальны^| чtlсломи обозrrачаgгся l Х l ,r*, rxlrdX (шгл. cardinality- моп+rость). Такш

образом,конечноемножество,содержащее fl элеменгов,имеgтмошшость lХl=П.Есrпr Х
эквивалентно множеству IIацryаJIьньD( чи"*.rl ff, ,о епо ЕIаtlыв:lют счепнъtч к его мощlость

обозrrачается черв Щ . Мrо*есr"о f, , эквнвадеfrгное мfiожеств)r действrтгеJБIsIх чисеJI Д ,

нilзывается конmuнуальньLц, а его кар.щfiIальное чисJIо с -моlцносmью конпшн)ryма.

2. Споеобы з8даяпя. Дlя задшмя множестм ryщесгвуютразJI}rчrшс способы. Множеgгво
счиftlют задаfIrrьщ если о кашдом элеidеflте моiк.ю cк€Eli}:Iь, црIfiщдпý2кит off данномумffожбсrву
иjIи нет.

Использованпе общепрЕнятых обозначеrrd. Для чис.повьгх множsств имоем: Ш -,"o*""ruo
нат}р:}JIьныхчисел; Z -rrrо*еgr"оцеJшD(чЕсел; Р -моожествоrроgгьD(ч}lffiJl, о -n"o**o
раtц{ональных lмсел; R -,"o*egauo дейсгвrrгешньгх Iшсел; R* - *пrо*есгво действитеJьных

положительныхr{поел; чисеп; & -rrr-**действрrгаьr*гх}rsотрlшlатеjlьных*""*rr; С -
множество ко}tппексных чиФJI.

Перечис:rите.гrькый способ. Множеgгво задается перечltс:лениеr, его элемеýтOв:

Х = {-r1, Х2,...,Ху1l,

Этот способ примеrшалr к задапию коЕечных мltожеств. Согласно rршцlпу рi}венgгва множеств
по l.D( объему (солерэюп,rому) порялок элементов множоства нес)лцествснелL



Прплер 1. 
Х, : {о, Ь, Cl 

, 
Х, = {Ь, с, а) 

, 
х, = lfr 

_ П

Множество, допускающее вкJIюченЕе одrок) li того же элененпа rrecKoJrьKo раз, tlilзыв€!9тся

му.пьmLuножесmвом. Чисrrо повmреrпй элехеfiта назяваетýя егс кIюпнослпью. В сокраrrенной

зilIиси муJьтимЕож€ства вместе ý элемsнто}t 4 5*",rчra"я его кратrю 
"n 

*'. Крrгносrь Иi =|

может опусмтъся.

Прr.rмер2. Прелставкь муJьтимножествo}l проfiые мЕожllтеtrliч}rсllа 72О-Эr*папмножитgJlями

явJuIются: 72о = 2о '3?'5 . оr* образуlот иультинfюжество х = t2, 2, 2, 2, 3, 3, 5}, кOюрое в
сокращенной зшмси имеет вцд

д = {(2,4), (з,2), 5)

иJIи в д)угой зшпrси:

х = t(4 l2), (2l3), 5} 
,

m,=4 m_=2 m^=| -l
ГДе ' , ' , _' .Ll

Описате.пьньй способ. Эют способ прrплеrппr дJIя конёlньD( и бесконечньгх множеств. Он

cocToI.[T в залрчии хар:лкг€ристпческого свойgгва Р(') 1од'оrr*.* , котOрым

обладают вф эдемеýтЕ Л множества l( ,,oro*o orrrr. Тогда имеетнесп) запЕсь х = {л l Р(х)}

"r_Х={х:Р(л)}.
Пршер 3. Огрезок [0, 1] дейс-гврrreльпойпрямойможно опFдеJIIrть с,пед/ющим образом

[0, l]= {л|-тс R, 0< r <l}. л

Пршrер 4. Х = {x|,Teiy', Л mOd2-0} - мIкDкествовсехяш)Фаrьньtхчетнь[х"r.сеrr. П

Рекурсивный способ.

1". Указывлотся Еекоюрые исхоlцше эле}lgнтыr входдпЕtе в множество.

2О. Огисыв:Ется HexaHIlBM поJýления новьtх элементOв I{l исходrь[х.

ЗО. Объявляется, чт0 в мIложостве IIет никакID( щугlD( элемеflIOв кроме тец которые можно

поJцлить и:i исходrыц rрименяя опrrсаrпrый в TL 2О MexaHIвM.

Пршлер 5. Множество Х = {1, 2, 2' ,2' , ",} 'Ш оrоr,о,o задать рец.рIв}ю:

1о. .х = 1е Х.

2".VхеХэ2.хеХ.
3". -х' - наименьшgе lю&tножествo нлц4}аJIьlюго ряд& удохt}Igгворflощее условиям lo и 2о,

Усrrовие 3" определяе" .Y как пересечение воех мЕожесIв, удовлетворяюпцD( условиям lo g2О.

п

В даrrьнеfurем при рецrрсr.вном заданни множеств последнrй rr1rtilсг, KilK прilвипо, не

ук:вывается, но всяlоrй раз это TpeбoBatttle под)аз)rмsвается,



Пр*еР 1.б. РассмОтрlд{ оовоЦrгЕrостЬ вOвх споВ в шrфавкге Х = {Xl' \,,-,,*n }, ,rr"оr"*,
которого булем называтъ буквамц а элементн опр€деJIяемого }iножества Х' - *oruor".

l О. Каiкдая буква явJIяется словом: Л, € Х' 
, i : I, 2, ,,., Ш 

.

2". Результат пр}гпtсываш{я, к слову, шобойбувн явJlяgпся слово}t:

VхсХ' эýt €Х*, xxzeX', хх^сХ'

Напршr,rер, оrо, Х = t0, l}, ,о Х' содержкг сJIедrющие элементы:

0, l (согласно 1");

00, 0l, 10, l l (согласно 2");

000, 001, 010, 0l 1, l00, 101, 1 l0, 1 l 1 (согласно 2") и так даrrее. []

Теория мtlожGств, Fссмrгриваемая без огрrпr.rеrпrй на способы задання мtlожеств, назывrl€тся
HauBHotl mеорuей,нножесmв, В этой Tsoplш ещо rpп жIвнЕ ее ýозд€rтеJIrI Г, Кшrюра быrпr
обнаружены многочисJIенные парадоксы. Прrведем о.щrн из известню( парадоксов Б. Расселц
открытый шчr в 1903 г.

Пусть М - множетво всех множеств, которБле не содqржат себя в качестве своего элемента.

Содержrтг JIи множество М само себя в качестве элемеrrга? Есrrидц I0, по оцредепению М , оно

не доJDкно быть элемеrпом М - протlворечrre- Ес,дл нет - ю, по опредепению М , оно должно

быть элеме*о., М - вновь противорсчие.

Щ-ги гlреололения прстIворечrй в наrвной теорrшr множеств быrrо прелложено нескоJъко
возможньD( ее аксиOмаIтваIýщ в рамкФi которьп( угЕерждение о суIцествовtIнlII4мноасесmва всех

.мноJlсесmв бьшо бн IE выводимым.

3. Операrпrи над itпожества}lи. Во мrюгrос слrучаях удается rвбежать цротиворечrай наrшной

теории множеств, если выбра:гь Еекоторое так швываемое)*usерса'ьное .анохсо"*о U
1lHuBepcyM) и ограниtl}rться расс}rотрениGм ToTlbKo еm под,rножеств. Ес.ття нехоторые множества
ВЗЯТЬ В КаЧеСТВе ИСХОДШ{Х, Т0 ИЗ HIa( МОЖНО ПОЛ)ЛИТЬ НОВЫе С ПОМОПЦ,Ю СПеД]rЮШЦD( ОПеРаПаЙ.

объеduненuе_имнохсeств Х пY (обозначеrrrrе хUr)называсгсямЕожество,с,оgгоящееt8всех

т9х элементов, которые принадпежат хотя бы одЕому из множеств Х кrrr. Г :

ХUY ={х lл€Nч.т€У}

Вместо символа объе,цrrнеrпш U rr".ro*ay"r"" так]ке сrддвол *.

Пересеченuе-имножеств Х пY (обозначетrrrе ХПr)называетсямножество,состоящееиз

элементов, пршйл}rежащо( каждомуIв MIK}rKecTB Х , Y

ХПY:{х|_т еХ пхеY|

!.пя операщш пересsчения нспоJIьзуются T{lкx(e дrугие обозначеrшя:

ХПr=Х.Y=ХY



Аналогrгчно опредеJIяются объодлнетпrе и лryесечениs проflзвOльной совокуrшо"rпr lrarо*""r* 4
,uсА.ЗдесЬ l -r."o*ecruoи}Iдекq)в.Ec.rrrr l -мrюжество ПпервьrхHarypaJru'u.xчисел,то

Ё
употребллотся обозначеrпля'=l
со

пх,
'=l

, а в слJла9, о*. l = ff, ,о булем писать 2"' n
xi Ёrщ

n i=l

m

Разносmью множеств Х n Y (оботrачеrшае f \Y) назыв:lется мнох(ество, gостоящее из всех
элементов Х, не принаддежащrоГ :

Х\У={х|.rс Х пхёY|

В отrплчие от дух прецьrлуптlок опершшй p&r*)cTb некомм}дашm *, Х \Y *Y \ Х . Во-
х\Y =И, ю Х c.Y 

.

С,uлrмеmрuческойрзносmьюмножеств Х -Y (обозrrачеr*rе ХФYlriазываетсямножество

элеме}пов Х n Y, которые Фдержатся Tоllbf,o в одrом из эшr,( множеýтв:

ХЬY ={" lrc(X \Y)Uf\X)}.

flополненuелltк множеству Х 1обознач"*оr" Х ) относ*rгельно !дпверсаль"о.о .r"o**r"u U
нllзывается множество :

Х=U\f *,_ 
l={х|хеХl 

.

Операlшшr объедшеrпrя, пересеченIбI идоIкl:IrЕIIIfl часто назнмют булевt*uu операцuямu над
множества}tЕ Тшс karc оп€р:ццrя рarзноспr не обладаgг свойgгвоrд асооIцrативностц то ее
выра)кilют через д)уп{е опершцщ напрIеrер, оIIЕраIцil{допоJIIIеIшя и п€F€чения:

д\В= А.Е

Уrшшерсаrьное множество позвоJIяет геометрически lвобра:кать множества и операцци над ними
с помоIIFю duaеpatot Венна фис. 2).

U

xUY

al

хftу х

%'
х\у _1: дr

Рнс.2. fl,иаграммы Веrша

U

прлктпчЕскАя рлБотл Jlъ12



ВЫПОЛНЕНИЕ ОПЕРАrИЙ НАД МНОЖЕСТВАМИ.

Варпаrrг l
Найдтге объедлrrеrrrrе, пересечение, разIIоGтц прямое цроIrзвqдение, декартOв квадрат какдог0
множества. Составьте вФ подt{ножества множеств А и В, если

А : {3; 4; 7; 0},8 : {4; 8; -2; 0}

Варшапт 2

Найдrге объеlрнеюle, пересечение, разнt}сть, прямое произведение, декqртов квадрат каждого
множества. Составьте все по,щrножества множеств А и В, есrпr

Д - U;}l; 9; 0; g}, В : t5; 8; g; _},; 9}

тЕмА <<тЕ о ри я п рЕд NI ов. н Е п рЕ ры в н ос тъ.>>

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗЛНИЯ

I. Что необходдлrо з}ll}тъ по теме:

1. Определение предела фунlсции: (лва вида)
х-+а

1.1 у: f(x) + Д} =э lim /(х) : д
<<Число А называется пределом фунlпlии y:f(x) при х + а, если при приближении
х к с как слевq так и справа значение функrии приближённо равно A(f(x)=A).
Существование придела не з€}висшт от того прннадJIежит ли "а" О.О.Ф,)

'2. у =*Йi-а} -,Ч/(r): а
2. Теоремыопределах:

2.1, lim(/r(x) + й(r)) : lim/r(x) t lim/2(x)
2.2. lim С : С,где С = const (т,е. число)
2.3. limC/(r) _ С lim/(x)
2.а. limЛ(x) * fr(x) _ lim/r(x) + limй(х)
Z.S, limffi : ffi$, если lim/2(x) + 0

2.6. lim(/("))" = (lim /(r))'
2.7. lim \16: iБ/-(x)
2 8.}ч х: о

З. Предел непрерывной фунюши.
3 1. lim /(х) : ,f (с), если f (х) - непрерывна в точке х: о,т.е. для непрерьrвной

фу"*ц"" предел вычисJIяется подстановкой
з.2. f (х) = оохп * аlхп-| + ...+ ап-tх * ап-нtr}ывается степенным многочленом,

он всегда непрерывен - ГIрелел многочлена вычисIяsтся подстановкой
4. Бесконечно MiUrьIe и бесконечно большие функlrии:

а.1. lim/(x) = 0 + f (х) - называется бесконечно малой (б,м.)
4.2. lim f (х) : Ф - f (х) - нЕutывается бесконечно большой (б.б,)

4.3. Если f (х) -б.м., то Й - б.б. и наборот

5. Правило Логшталя:

,. /(r) r0r .. f'(x)
1tm 

r,(x) \б/ 
: Ilm_Ж

[I. Схема решения rrplrмepoв на вшчисJIение предеJIов



1. Предел многочлена:
1, 1. при х + а + вычисJuIется подст:lновкой
1.2. при х -+ Ф ==а рвен Ф

2. Предел дроби: (раскрытие неопределФ*lости)

2 1 
""*оЩ 

- L"*) :+ вычисJlяется подстЕlновкой
л л число/.2. о -равенФ
Z.З. | - 1) разлоllолть на множители (см. примечание ffчl и Jr,tb2)

2) сократить дробь
3) полставить и вычислить значение предела

2.4 З9Д9 =+ равен 0

2.5.:- (см. примечание Nч3)

l) если самая болъшая степень IIислитеJIя меньше знIлменатеJUI =э равен 0
2) если самtLя болъшая степень числителя больше знаменатеJuI - равен оо

З) если самrlя большм степеЕь.{ислитеJIя равна знаменатслю ==+ равен
отноIпению коэффиrшентов при этих степе}rях.

Прп.rечаrпая:

Nчl fuя разложення Hil множЕтеJIи надо з}r:лтъ формулш:

1) а2 - Ь2 : (с * Ь) *, (с - Ь) - рзность квадратов
2) а3 + DЗ : (с* Ь) * (с2 - о*Ь + Ь2) -суммакубов
3) а3 -ЬЗ: (с-Ь) * (с2 *с+Ь+ Ь2)-разнФтькфов
4) ах2 + Ьх* с - а{х -хr)(х-rz)-гдехlихэкорниlвадратноготрехчлена

NФ Если в записи чисJшпеJIя иJш знаменатс.lrя прнсуrствуr, {-, ю вместо разложения на
множители необходшrо чисJIЕтеJIь и fiиriсtlgtgJlь домножить }ra одно Етожg выршкение, чтобы
получ}rгь форrупу *-Ь2 - преобразоваь еЁ до тsх пор, пока ве проrвойдсг сокращение,

}lЪ3 В чисJIителе и знаме}втеле дlоби доJtжны быть юrько стЕIlенные многочJIены (если есть

скобки rлс необхо.щпло раскрыть).

З. Замечательные пределы:

з.l ,}* (' *',)* : ", е х 2,72
L

3.2. lim(1 * х)7 - ,хэо
3.3. Iim 

sinx 
- ].

,э0 х

III. Пршчtеры на вы{{исJIение пределов

При вычислешi}r предела дроби проверцу необходпrо нilчинать со зlй}rенiлтеля, Результат
подсчета ставктся в скобкаr рядом с лробью-

1) lim(3x3 - 4х2 - х -4) : 3 *2З _ 4*22 _2 +5 * 11' х)2-
2) lim(3r3-4x2-x-4):m

х+со
_ rZ-4. 22-4 о3) limэ=_=-_0-,l iЗ2х2-х+t 22_2+1 4-2+l

,z-2 13з-4=чнclrо\4l lim-|-l = m'' }iЗi х-з \ 3-з=0 /



5)lч#(#):lim {х-2)+{х+2) _2+z _ 4
(:+1)*(:-2) 2+| 3

10 5

_l2 6

1. х2 - 4 : (х - 2) * (х+ 2) -розность квадратов
2. х2 - х-2- 0*квааратныйтрхчлен

х2-х-2=0
D:L*4*2*1:

t_з
Xt: -а- = _f

1+3хr:Т:
6) lim 4/9) - ',- 

, r-(1tJ-x+o : lim 
x*(r+"iГiT) _"' ;]6 r-G+r \о/ - i-o (r-Л+Э*(1+fi+1) - ;Чd 1z-(fiTT)z

.. х*(1+\ЕТТ) ,. z*(r+fiTi) ,. х*(r+fiТГ) r+y'x+rrrr-rr_-:!lI-п =rrl-п :-:-L
хэ0 1-(Х+1) ,+0 1-х-7- хэО -Х -1

7\ lim 4(ЧЗ:): 6' хэажz-4х+5\ m ,/

8)
,. (2х-1)*(5х+1) lrm\ ,, 7ox2+2x_5r-1
lll-п -_-_ l - l : rrr-Ir _
х+оо З-х-|Zхz \ш,/ Z-x-Lzxz

'}r' _ х _2 = L* (х* 1) * (х - 2)

J

gl ]цg;;:#(;) = m (степенъ чисJIителя больше стспени знаменателя)

, -,2хll) lim {r +:) = е'2х-q\ zxl

12) lim (
,+Ф \

lЗ) lim (
х+оо \

la) lim (
I+Ф \

1+1)"x,l

1+а)'2xl

1+1)'=2xI

= 0цgС' 
-,' \')3 - *З

= ,ljgl(r * Ь'*:: (,,j* (, *;1)")i = "i

t*
15)llщ(1 + afli: ulý(r + +4?;!,: (JiчСr + +х;*)О _ 

"n

16)lч (, * i); : Ь* 
(t + },)F

17)limsin3r - lim 3#З: зIimsil3т _ з * 1: з'хэ0 Х ЗI+О Зх х+0 Зr

('-*)n)': ",

1
\2 1t_l:ezl



IIрАктиIIЕскАя рАБотА ýilз
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОСНОВНЫХ СВОЙСТВ ФУНКЦИИ. ВЬlЧИСЛЕНИЕ ПРЕДЕJIОВ ФУНКЦИИ.

I {l шI
х2-х*1

1) }* xz-7,
Зх*х2

1) lim_-' х-3 хZ-9
х2-4

1] Iim' х+! х-7
х2- х*1"

2) lim
ж+2 х2-1

4xz -!Z}*rr*g х2-4
2) lim' хэ2 х-!

х2- х
3) Iim

х+1 x2-L
4х2-!

3) lim -.-' х-З xZ-9
х2-х3)lim_'x-7xz*x-2

rз-1
4) lim_-' x+Lxz *,l,

r*14l lim' x*-2XJ + 8
х3 -644) lim' x-+xl - |6

хз -15) lim --:-' x+lxz - L

xz +zx
5) lim

х+*2 ,r3+В
,тз 64

5) limхё-4 х2-16
2х*х2

6) lim :'x-2xz*5r*6
xz- 4

6) lim---_-' х-23хд - 5х - 2

х-16)lim_' х-з4хz _ 11"х _ з
2х*х27) Iim --=-' х*-2rZ * 5х * 6

7}
xz-4

lim -_=-х--2Зхz-5х-2
х-3

7) lЧ+r'- rl" - з
4х2-11х-з

8) }ч Зх2-8х-З
3x2-17x*La

8) Iiщ
fJ5 3х2-16х*5

4х2 -7х -2|iЦsr, _ g, д8)

x-Z
9) li,ц

x)Z ,lП.+з
5-х

Iim-,--- 

-
х*6З-r/х+39) з_,lffi

9) lim .\-тx+S
х*2

10) lim' х+2 /TTZ - z
5-х

10) Iim----:'х+6З*rlr*З
3 ч,- л|/у - 1

10) lirц
.f+5 5-х

x-Z11)lim-:'x+zlx*Z_2
6-х

11) Iim---------:- х+63-Vх*З 11) lim
I+5

3 а,{2у - 1

4-х
оJ

12) lim:-i
х+фL-х- \Z} lim

xz-+x-L
х+Ф 1- xz

xz-4x+!
12) lim ---=---:-' х-* х(1, - Xz)

х3-4хz*5r-1
1з) lim

х(\ - х2)l+oo

{x-1)*(Zx*1}
1 3) lim х3-2х-1_rJф

хЗ-4х2-5х*Z
13) lirп 1*3х-l0хЗх-*

Zxz-4x-7
14) lim

х+ф хЗ+4х2 - t
10

14) lim' х-о2х - |
{?х-1)*(х+2)14) Iim 3х-5xJco

15) 
J,*ъ

х{х2-х-1)
xz+5x- 4

15} Iirп
x3+Zx2-x-1

х€ф x{Zx - L\

2,5
15) j*+rr-r+s

16) jlъ(r * 3'
1

t6) liщ(1 + 5х);
.'+о 16)

t 4ххliml1+-l
х-m \ xl

1

17) lч(r *i)О 17) jц1(r-*)'
1

17) lч{r *Ё)'

(,* }
5х

18) Iim
х+ф

2
18) liщ(1 * r)Б; 1s);цg(r**,)'"

L
t9) hщ(l * зх)х 19)

r зt2'lim{1+-lх** \ xl
z

19) Iiц(1 * 2х)7

.х
StIt 5

20) lim - #-- х+O 5

sin Зх
20) lim'N*о 2х

.х
Slnа:

20) limJ-f+ox



Iv v vI
xz -5х1) lim__-' x-+xz -25

х2 _76
1) lim _-=-' x-4xz - 4х

х+6
1) lim' x+byz _зu

1_х'-5х
2) lim_-'x-5X1-25

х2 +76
2) lim _-_=-
' x,4xz - 4х

х2-6х
2) lim ^-' x-6xz - Зб

xz _25
3) lim_-' x-\Xz +Z5

х2+Lб
З) lim-_--' x-|xz - 4х

х+6
3) lim_' х-Зхz -Зб

х2-1,
4) lim_' x+lxJ + 1

.rЗ-8
4) lim_-' x-2xz -2х

хЗ +L
4) Iim

' х-lхё * х
х2-15) lim _

' х+-|х3 - |

х3-8
5) lim-,_' x+|yz _2,

13+].5) lim -=-' x--Lxz + х
4х2-1,1,х-З

6) lim' х+З х-3
а-,,_5

6)lim_'x-2xz*x-6
х2- х*2

6) lim х+3хэ-L
4х2-11х*З

7) lim- х+3 х-3
х-2

7) lim --'x+Zxz*x-6
4х2 -7х *З

7) lЧ зх, - 2х -,L
Zxz-7x-4

В) lim' хэ4 3x2-L3x*4
4хz-l1r-з

8) lim__-' x-35xz - 16х * 3
2х2+х+15В) lim--^'хi-з!хz*7х_6

lЕ+З9)}ч х2-49
r-5

9) lim' хэ5 Z-
4+Jзх+4

9) lim'хэ4 х-4
10) lim' х-7

lП.-з
х2-49

х-4
10) lim---_:- x-52*ttx-T 10) lim

х)4

4-]эх+4
х-4

,lх+Z+З
11) lim' ж-7 х2+49

11) lim
xJ5

х *,5

2_,/yj
а+лhх+а

11) lim
хэ+ х*4

12)
з

lim- л-x-qxL -4x*L
L-Sxz12)Iim_' x--Zxz * 4х - L

1z) lim
(4х-1)*(2-х)

хэф 5х-1
13) j* х(1, - х2)

4x3+Zxz-x-t
zз

13) j'*+rtrr-r-n 7x2+2x-t
tз) j'gr-zr+в',

хЗ-2х-L
14) lim

'l, - х2хёф
,. (2х-1)*(1 -r)
rll-п ---:-;т;---хэФ ЗrJ * 7xz - L

14) 14)
7I:*M,

х3 +zxz -х-]-15) lim
х(1 - х3).тэФ

4-х2-х3
15) lim__-' x-ФZxz - бх - L

15) lim
хёф

2х3 +4х2 +8
L- ха

I6) JцL (, *.,З)'
1

16) lчct + 5х); t зхz'
16) jчL (1 *;l

t7) jg(r *})" 17) j*(r *1)'
1

17) lч (, * 
ё)О

1

18) liщ(r, * Zx)Ti в) lim (r +
lJФ \ *)

2х

1 (r **а)'18) JLъ

19) lim
.т+0

q

(1 + х); 19) lim(1 * r' хэо

1

)5i
2

19) ltц(1 * х)зх

.3хsmT
20) lim

' т+о

sin 2r
20) lim-- х+0 5х

.хStn5

х20) lim
' хsВ



прАктиtIЕскАя рАБотА лЁ14

(Исследование функций на непрерывность).

Вариант 1

l)Исслеловать функцию на непрерывность:

у:х2-2 при х:3

2) Найти точки рrврыва и исследовать их характер

зV:-' xz-2x*L

Вариант 2
l)Исследовать функцию на непрерывность:

у=х2*4х*3вточкех:2
1)Исследовать функцию на непрерывность:

x-L
1r=-
" х2-3х-10

Контрольная работа ЛЬ3
Теория пределов. Непрерывность.

Вариант l
1 )Вычислить пределы функций:

5- 2х- Зх2
lim

1. хэФ
4

Вх2 cos 3х
lllП----]х-0 sinz 5хх2 +х+З '

4х2 +7х+З
lim

2, r--'l 2х2 +х- ]. '

J4+x- JT- 
"---r'- 

"

Вычислить пределы функции:

lim
3. ,-0

2)

х2-8х+].5
1) lЦ} х, 15 ;2)

sin 5х /
4) lim _ ;5) lim { 1- х-0 Sln /Х - r-са \

].0та-8r2+з
;3)JЧ 5хп+зхз+5;

х
Iim
х-0

2

х

ffi
х

Вариант 2
1) Вычислить пределы функций:



Зх2 +5х+4
lim

1. "**

1im
2. *,з

2х2 - x+L
2х2 - 9х +9

х'-5х+6'
2х

,

lim
1 х-.0
J. лб+ л - Jiб;

7х2
1im

4. '-0

2)Вычислить пределы функции

хз-]. л;ГТ-t 3хз-4х+8 sinSx
1) }ч х L ; 2) }Ч_-;3) jЧ 5хз + 27 х, + х;4) lЧ riп sr;

J,*(,**)'5 )



ТЕМА <ЙИФ Ф ЕРЕНЦИЛJIЪНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ>

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ

I. Что необходимо знать по теме:

l. Определение: limдх-о * : u' <<'>> - штрих или <'> производнаJI у' _ Ц* - dy - yldx,
dy - называют дифференциаJIом

2, Физический смысл производной:
2.1. Производная - скорость изменения фун*ции.
2,2. S' = V
2,з.S":V':о

З, Геометрический смысл производной
3.1 . МоТ - касательная в точке Мо к графику функции y:f(x)
З.2. У'rо = k -- tg а (k- угловой коэффициент МоТ)
З.З. у = у' *о(х - хо) * уrо - уравнение касательной МбТ

4.

.Щля простых функций ,Щля сложных функций, где U - обозначение
алгебраического выражения зависящего от .r

4,|. (U + V)' = (U)'+ (И)'
4.2, (С)' = 0, С -
4.3. (UV), = (U)'V + U(ч)'
4.4. (cU)' = C(U),

4.6. (х)' = 1
4,7, (x")' = nyn-t (tJ")' = n[Jn-t * (U)' - степенн{uI
4.8. (atr)' -- а'lпа
4.9. (еХ)' - еХ

4,8, (aU)' = aU * (U)' * ln с
4.9, (eU)' = eU * ([J)'

- показательнаjI

4.10. (logo i' = * 4.10. (logo q' = #
4.1 1. (ln О' : 1 4,11. (ln U)' : (U)'

II

4.12. (sinx)'= cosx 4.12. (sin [J)' = cos U * (U)'
4.13. (cosx)': -sinx 4.13. (cos U)' = - sin U * (U)'

4.|4. (tg х1' = ft 4.|4. (ta U), : g\ v ' coszU

4.15. rg)' _ (u)'
\с,/ с

4.|6. (ctg U)' : -
(U)'

siпz U

4,17. (аrсsiпх)'- 1

й 4.17. (arcsin U)' = #
4.18. (аrссоsх)' = --=1_"lT:rZ

4.18, (аrссоsU)' = -#
4.19. (аrсtgU)'= (U)'

|+IJ2
4.19. (аrсtg;ф' = #
4.20. (аrссtgх)' = -# 4.20. (arcctgU)' = -#



4.19. (arctgr;' : fr 4.19. (аrсtg 0' : #
4.20. (аrссtg х)' : - 

1

L+x2 4.20. (аrссtg U)' = -
(U)'
|+U2

5. Исследование функцни на моноmнноgгь (возDастание" Фыванне) и экстремуIч{
(минимум. максимум)
у : f(x) - заданнiлJI функuия
5.1. Найти о.о.Ф.
5.2. Найти у' : f '(х)
5.З. у':0 - ршить уравнение, найденннс корЕи нaх}ыкlю,IЕя критическими точками.
5.4. На числовую прямую нанеgти О.О.Ф. и критические точки и по методу интерв,lлов

расставить яа ней знаки призво.шной.
5.5. Записать ответ, прнэтом необходпмо помнить:

l. к*> ) функlия возрастаст ( -?)
2. <<->> ) функсrrя убьrвает ( .ъ. 

}
3. если <<*>> <<-> ) хо - точкаmах
4. если (->> (+) ) хо - точка miп

+ У+ \ У+Например
Xr Xz Хз

xl - не явJlяется экстремумом;
х2 - точка mах; хз - точка min.

6. Прцэqццgции примеров на вычисление производной необходимо всцQ!дццIьдрaццд&:
6.1. Степеней:

б. l.a. an :
п..

6.1.б. ао = 1
6.1.B. a-n - !а;
6.1.г. \!*: о#
6. 1.д. an * а* : уПlm

б.l.е. { - on-*
6.1.ж. {а")- - ф*fО

6,2. Логарифмов:
6.2.а. logo MlV :|ogoM * lоg*Л/

6.2.б.'оr"# _ logoМ - logolV

6.2.в. logoМn = пlаgоМ
6.3. .Щля того, чтобы рационltльно вычислить производ}rуIо необходимо упрстить

функrrию, что означает необходпмость избавиться от дробей, корней,
произведенrпi, упростить логарифм.

6.4. Прежде чем воспользоваться таблицей производныь необходимо в записи
функrии найти последнее действие и по его н{Iзванию отыскать формулу в
таблице.
Примечание: Необходимо зiLметить, что начиная с фрмульl4,7 из таблицы,
Начинаются сложные Фrrr*шиц поэюму сначала надо выяснЕть какаJI функция;
прост,Ut или сложнtlя.

*а*а*..,*а

-l- Y



Например: х5 - gтепеЕIная шростrrя (левая колонка фршул)
(2х - 1)5 или (sin х)5 - степенньlе сложные (правая кOлонка форг"ryл)

7. Решекие примеDов на вычисление гrроизводных
7.|. у =Ф*€ЦIL-упр*чr" нечего, последнее действие умножение

й -]г
у'= {х2 sin5x) : (х2)' *sin5x *х2 * (sin5r)' =Zx*sin5r *х2 * cos5r* 5

.r*n"*"#oo.."" 'п"Ьо*",й

7.2.у =| =f,r'- у' : Gr')' =; (х')' :!*zx =?х
7.3,у =*=5х-2 эу'- (5х-')' :!tx-')' =5(Zr-') = _#

7.4.y:ZxG:2x*ri _2ri эу, _{zri1' =2(r:)' =2*}ri =g,uE

7 5. у : {*=:- Э:lri - у, : (iri)' = i(ri)' = i - iri :,1/Е

7.6. у: ; + | - t : зх-L *1* - \ - yl: (зr-' *ir -,)' = (3r-';' * (ir)' -
(1), = з{-1tх-z1+;- 1 - Q _ _**i

4r-5X+ll,|.y -L(4x2 -5х*1)- у':G(4х'-5r+r))' _|t+*2x-5*1) =
Вх-5

7

7.8. у = @j
лз15 -х--е2 2
2

ее
эх-7

Vrr-rl

7-9. у : ln#: lп(Зх - 1) - tn(S - х2) +у' : (lп(3r - 1) - lп(5 - xz))' :
(lп(3х - 1))' - (lп(5 - х'))' : #_*# з(s-х2)+zrlзr- r1

1,5-зх2+6х2-2х зх2-2х+l5

3 -2х
зrr-1 S-xz (зх-r)(5-r2)

(3.t-r)*(5-x2) (зх-1)*(5-r2)

7.|0.у:зхfr-е-х +tg |х_ зri -е-х +tg f,x -у'(зri - e-'+t1f,x)' =

(зri)' - (е-,),* (r, ir)' = з -;r* - е-,(-х), *g - 4l'Б * е-х * #
7.||

7.12.

а=?

, = *r= -zt2 +з 1

у=(itЗ_2t2+з)'

a=(t2 -4f)'=Zt-4
а=2*3-4=2м/с2

1л 1,=зr._Ttz-2t+5 1л 1и=1jrr_;t2-2t+51'

V = t2 _t _2; D = (_1)2 -4* 1* (-2)

o=t2-t-Z;
D=l+B+9

tr=T= _7-неможеmбьtmь

tr,,,л_r_

t=?

1+3



7.|З.ИсследоваIъ на монотонность и экстремум фуrпсцаю у : х3 - 3х
l) О.О.Ф. х Е R или (-m; аm)
2)у':("3-зх)'-зх2*З
3)у' = 0 Зх2 -З : 0 х2 - 1 : о Xt: L Xz: 2-критическиеточки

4)

-1

при х € (-*; -1) U (1; +m) - функчия возрастitsт
пРи ' € (-1;1) ==э фу"пц", убывает

х :-1 -точкамаксимумq причем уmах = (-1)3 - З * (-1) : -1 + 4 = 2
x:l - точка минимумq причем уmiп : 1З - З * 1 = 1 _ 3 - -2

++

1



п рлктичЕскАя рАБотл .ltlil 5

(Нахожденпе прФвводной функчпю>.

I п III

1 -*-i* u 1
5x"Gv-_--_ l. yax$ * е-Х

2.
3х

YsИ 2 v:*2_1+ d _ r'х4
2- у=< lnx

З.5(4х-1[5-х) 7х
У--_

21,1x
3. ":+- 

!+7
'хё4

4. y:4x2lБ 4. y:2Ktg5x 4. u- 11- r' 7\lx

5
езх _е-х

у-4 5
7xz+7x-L

у-8 5

6. у:'@ - sx+zб- \г---
' 1-xz

6. yW

7
2x-L

у: х' 7. у-1ýн 7. 5{4х-1)(х2-4)

8. у:х'€ * sinSr 8. у-L- е-'' ,lx
8- 1-"sin5x- 1

9
- |-х2v:ln-' 2х-|

9. 5-соsЗ2х 9. 5h'GlпЗх
l0. y:sin25x -2

10_ v:ln- ^ -' 2х-| ю.,{З!Ё
11.5x3cos2x 1l у:+ rr. y:l"ý
12. у:lп./tgЗr

|2 y{8x-I/ 12. y:4arccos2x

lЗ. у:r[2х - L l3. y:lnsin2x 13.5iF+ 5

А г+- е-Х * lпх 14. y:2*z-rnl+e2" l4. у:хе*+5siпЗх

Б у:+* arctgZx i5. у:5аrсsiп5х 15. y{x2fi - tgZx

Iv v vI

1 ч:+ * 3е-х" 7\tx l. ":L-{+s'зх8
l. у:3хiF + 5

2. y-+-f-o,+r 2. y:2x2rti - е4* 2.
2х2V---=' SVT

З. 5хЗсоs7х aJ
-Х15"ЗХ

4

э_З
3. ч:+-а+5uхд5

4. y:{€J';э 4. у:хЭtфх

5. y:Sx|rtV - siпLх 5. y'@ 2х2-4х+5
У:,5

з,



1б. v:)arcSln)x--'х 6. y:(4x-l)(2x-1) 6, y:J ru"'
,7 5х2 -6х+7У:т 7. y=gtB2x_1 7, ,:*:18x_l)9

5х+6Е. V:lП-' zxz-4x+\
8. у='БТ _ 5 8

. зх-|y=ln-/

9, y=ln tgzsx 9. y:x3sin| 9. y:ln cosz2x

1О. y:(4xz-1)7 10. v:ln 8'
' 5х+\

10. y:*u"_*

11
Zxz

' S..tx
11. у:hllГlп-k 11.

2х2 -1ч:-' qx+z

п. у-ц+
" х5

12' 
у:е2*- 1 12. y:6arctg5x

13. ут.ЭХ 2х-|lJ. v--
' 4-х 13 у=+ * cosZx

14. y:rl-coszx |4. y:4-urctglE l4. y:gstnJx

15. y=2*_acos+x 15. y:sin2x-5 l 5. у:gstПЭх

ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА ЛЬ16

<<Нахождение дифференциалов функции>>.

Вариант 1

1) Найти дифференциЕrл первого порядка функций:

ех +La)y:ax*exi6)Y: 
е-

2) Найти дифференциЕrл второго порядка функции:

У:а3*

Вариант 2

l) Найти дифференциЕuI первого порядка функций:

а) 1l : etr * cosx; б) у : (хЗ - 2)r

2) Наilти ди ф ференциirл второго порядка функции :

у: ln tg2x

ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА ЛЬ17

<<ИССледование функции с помощью производной. Полная схема исследования
функции>.



I II III

1
1 J 1

) х2+6ху:-хJ?
1. y:xJ-3x/+4 1. у: -хЗ+3хz-2

2. y:x4-4xz+4 2. y:x4-8xz+16 2. у= -уа+)уz-|З

IV v vI
1 у:lrЗ _хz_зх+1,32 1. у:хJ-бхl+9х-з 1. y:lJ+!xz*24x+l2

л4zZ, у:х -х 2. у:уа+$12+5 2. у: хо-8*'-9

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА ЛЬ4

<<Щифференциальное исчисление>).

Вариант 1

Найти производную функции:

1) ],
4лл
х25 бх + t;2) з,: х3 * cos 7х;з)lr: ln=

Вариант 2

Найти производную функции:

2\Бх8х
1) у : ,, - 7 + 5;2) у: х3 ,|,sini,rln: lnrr.. 

1



I

ТЕМА: КИНТЕГРАЛЪНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕМ

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ

Что необходимо знать по теме:
а, Неопределённыйинтеграл
Ь. опDеделение:

1) Если F'(x):f(x), то F(х) н.вывают первообразной функчии f(x).
2) F(х)+С, где С - число, все первообразные f(x) или неопределённый

интеграл. Это записывают в виле формулы: / f (x)d,x: F(х) + C,l -

знак неопределённого интеграла.
с.

Для сложнолинейньтх функций!ля простьгх функций
1. !(fr(*) + f2@))dx = I h@)dx +

Г f,B)a"
2, Irf(х)dх:rГf(х)dх
3. Гrdх=rх*с

!*"
хп+! ,п*-1n+1

dx4 4. !(rх + b)"dx =
(rr+Ь)П+1

r(n+1')
* с,п + -1,

5. !x-ldx = lnlxl + с [(rx + b)-|dx = l-n |ф1.. .5

6. Ia'dx{+c- lпа !a'"+bd.x:{+,6
лrх+Ь

Ierx+bdx-\-+c7. / e'dx:e*+c

8, /cosxdx=sinx*c J cos(rx + Ь) d,x: Ч + .8

9. /sinx dx=-cosx*c / sin(rx + Ь) dx = -'О'(Т*О) + .9

l0. г =О* _tg(rx+b)+c
u cosz(Tx+b) rГ d'= --tox*cJ coszx

10

I*--ctgx*c11
n dx cta(rx+b\

--].LJ siпz(rх+Ь) rll
=аrсsiпх*с

dx
й|2. I 12, r L- -__: аrсsiпL + ,, \а.-х. а

.dxlxlj. l-=-arcsLn-+c
' az+xz а а

l

2

J

Определённый интеграл

!! rC*la*: [F(Ь)] - tF(a)] - формула Ньютона-лейбница.

Применение интегDала при вычислении площадей плоских фигур:
3.1. y:f(x)) 0, х:а, х:Ь, у:0 -криволинейная трапеция (геометрический смысл

определённого интеграла)

s*r:f f Q)dx

3.2. y:f(x)( 0, х:а, х:Ь, у:0 - криволинейная трапеция

,7,



s,r=.Ёt- f (ф| irx

2.3. yr:tl(x), у:{з(х) {fl(x)>f:(x)}- пэrоlщдь между двумя кривыми линиями

s:t'иtx) - f2$)|dx

Примечание: Форшула не зависит от тOк}, в iйкID( частях рсположен рисунок, главное от
(fr(x)) верхней линиlt 0тнять (fz(x)) - нижнюю линию.

3. Примененне интегЕала при вычисленrш объёмов тел вращения

vrB:T I!V@)|'a,

4. Примечанше: При посгроении грфши функции 5ах'+Ьх+с {параболы) необходимо

выtIислить её вершину по формуле, *r4пусгах| * brg * с.

Ш. Решенrrе прпмеров и задач на вычпс.ление иЕтеграJrов
l. Так как в таблице отсyтствуют фрмулы вычисления интегралов действий корней,

умноження, деJIения, а таюrс некOтOрых основных фуrrкдий, ЕаIIример: tgx, ctgx,
logаx и т. д., fi всех сложных функшtй {крме сло7кнолинейньпr), то пр€жде, чем
обратиться к таблице, необходимо (есдrи это возможно) нзбавиться от этю(

действий и фунюий (т. е. пологнать к таблице).
2. f'aK как не всегда возможно подогнатъ к таблице, то существуют разJIичные

с пособы вычшсленпя интgграJIов:
а, непосредственное ннтЕtрнрование)
Ь. метод подстilновки;
с. интегрирование по частям и т. д,

З. Мы булем использовать только один способ: t<Непосрсдственное интегрировilние>
(это означает: подогнать функцию пол табличrгуо).

Внпманпе! Схспа решепuя:
1) В записи функIrий не доJDкно бьrгъ KrrpHeй, dробеil (ryоме TaKI,D(, как последнне

четыре из таблиrFl), прочзвеdенuй;
2) Пкжде чем воспользоваться таблшrrей в зitписи функчий най:ги пtlcrledHee dейсmвuе

и по его нtI}вitнию найти Фр*rулу из таблиrщ.



4. Прнмеры:

1) f Qr- 1Х4- x)dx: J(Br- Zxz -4)dx - [вхах- {zxzdx-
9х2 2хз

! +ах 4х*С2з

t Y* : !! {" - 2х * l)dx :;(*- ! +,) + с : f - ;+ f + с
5ý

t {а, : }!, * rI d, : iI r: 4у _ \с:* *,
"'а

I #: jJ # :i!,ia,:Ё * с : * *,

5) lffar= ! x-z(xz +4x-S)dr_/r*4x-1 - 5x-2)dx=x*

аIп|r| -Y*'
dx

!',lFax:l"Tiar:'T +с

I("-' * sinsx *+"",)ar:**#+ff+ с

2)

3)

4)

6)

7)

8)

9)

l0)

11)

l2)

13)

14)

r3+8
х+2!

4dx
I ffi :4arcsinx*C

I#_lG_iiо,:ф*,
*Щ = J(sx + L)-Ldx: '''u;i' * a

J(З, - t)4 dx _ (з,-1f 
а 6,

t зfu _ _rrrф _Jsinz,- 1 l-C:-9ctgi*'
зз

у = хЗ; )F1, х:2, у:о.нап"ш: S - ?

S:Sl+Sz

s,:f,t-r,]d, : [-{_]:, - 0 - [-!pJ =

} ("л')

Sr{ fd"х=ffi=Н-Q:4(ед2)

S:4{ :4,Z5(ед,)

15) у = х2 - 4;у{.Найти: S - ?

*о:- *,rо : f,.= 0,у= Q - 4 : _4(вершина}

а:1 - ветви вверх

х2-4:0, х:*2- корни



s:f,t-{, z - +1|dx: [+, - f]1, = [* - i] -
[-, *i] :, -i+ B-i: z(B -;) :
,(r-):ry:f,{*л')

Примечаtме: Чтобы найти а и Ь, когдаонп не задаIъL надtо прправнять правые
части зацачньtх функчкй (у:*'4 и y{):> х24{, г*Z
16) y:x2-1,50. Найти: V - ?

Нет а и Ь:> x2-1:0, >с=*1

v:tr J_lr[lx2 - t1lzdx - о tr(rn -
Zxz + |}dx =t+ - Т + r|'_rо :
гзr5-1о;3+t511 гз-lо+15l[ * l_ro=[,, l"-
t-з+lо-15] 8 8 |61t . ,-П=-п+_т:_ (ел,)
L15l151515



прлктичЕскАя рАБотА л}18

((}Iнтегрпровдние подстановкоЙ п по чffgгям)).

l Il l1t

1) J(зх - 2Хх2 + S)dx l) [ Дiа*
'"7!х l1 J$ax

Ц tC+t'-zlax 2),:d" 2} l (r - **i+ х)ах

з) J3Ii;,ý1d* з) ! х2(зх- 1)dx 3) J(Sx - 1х2 -
3x2)dx

4) /# dx 4) r :'-"о d.x' J xz+4x+16
4l {ryd,

5) 5) J(+*' * fi -
e-xdx

5) 

'(++f+s,-1)d,)

5} J (;т + "-) 
а,

6) 6) J rFЕах 6) !?'G + si"r.)ik $ !@dx

7) Jx(x-1)2dx Ц !ffax 7} !зх(z - x)2dx

S) J (r_* - sinSx) dx s) J iGGdz s) J(.o,i-#)o,

9)/ хз-1
х'+х+1

dx 9) !'rЕхаах ч,1 [Чах

щt#L4, l0) г Зd*
'J 1-2х

I0)i#

11) /(з, - 1)10dx l1) J {Т)о,
I1)I(1 -2x)7dx

tz]l r d*
'J зх+7

t2)J соs(Зх * T)dx 12) [ 
jа

'u 7-х

ш)t4'' .slnz- ш)i L+-fu)a, щIh

Iч ч vI



1)J- x t) J(Sx - зх1_
4x)dx

1)J 3
з-\tx dxх

Ц !!+d, 2) I(r-**1)*

з) J х3(+х2 - 2,х -
7)dx

,Iryd, I !x@x?-L)dx

4) у 
хз-в+ о,

'Jr+4 Ц {fra, +1 !*а*

il J(, -}+I+s)a, 5) I{++ze-,)dx 5) lе-9*о)а,-\I, 5 ,l

в1 !(zxz",[? +

co*x)dx
О1 J(x'fi - п5;Г!dх 6} ,(*+ е2') dх

D Ig#м ц J x2qx-1)2dx Ц fffa*
в1 J dеТТВаr 8) 

'(#-"о"])а,,
8) lleR ах

\ !Фх+7dх 9) г "*'d*'Jx+l
ч1 !'JПах

tоlГ й
'J 4х-|

l0)J# l0l [ 'е'J 1-5х

щs'ffах t tlJ Vз -Еах щ[ffах

12)J sin (., - i) tzt Il4I
'J |-х

l2)Jcos(x -п)dх

rзlJ (е-'+ #)* lз,t f 5е
'-'J cos?4x rзlJ (.о, i+ft__n)a,

ПРАКТПIIЕСКАЯ РЛБОТЛ ЛЬ 19

< Интегрнромнпе просгейшпх рацЁональных лробей. Интегрирование
некоторых вндов нррациона.lrьноgгей>.

Вариант 1

Найти неопределенный интегрilл



хЗ +64
т+4r)J (sx - 3)(1 - ax)d:c; J a.T;f siп{Зх-т)dх

2) /(1 * 2х}? d,x, 

'*3) /(1 - r}sinx ах; {g* соýх dx

Вариант 2

Найти неопределенtБпt шrгеграJI

1)J "r(4r, -Zx- l)d.T; [4ХЗ 
- 2Х2 + 5Х - L 

dx-
J-T

ц!\ЫТат; J*
3) 

'(2+ 

х)соýх ах; t е* "ýinx dr

fdxI-
J sin2 2х

прлItтичýскля рлБотл JE20

<<Вычиglrенпе опреде.lrённых кнтеграJIов}.

IIрАктичЕскля рАБотА .Ti&2 l
<<Вычис.гrение IuIощадей плоскнх фигур. Вычис.lrение объёмов теп вращения>.

I lI IlI

1. L'r{з, - 1х1 -
x2)dx

l f dx
а*х2

1 litцr-1)(1 -x)dx

2.
гfl
Jo/,

dx
3coý'Iз

2. Ё
х2-х-| .

-dх

х
э f|fuL' Jo зт+t

J f dx
,/|-xz J !i/n rorqz* -T;dx з,

,tlt
to '' dx

\+х2

1v ч чl
I гО/z 3dxlo1rR 1. fr{зr- 5)(7r +

1)dх

rо/q dx
tttlu sич,

2.
.L 2x2-4x+S -
J_1 ,7ttХ 2 f"(,^ (" _

u))o,

2.
п2хз+4х2+5 -

\jd,x

a
J й'

dx
|+xz

,€
J€l /з

dx1J.
1*х2

1J
г| d.x
l-
,lO tl]-xz

I.



I ll lIl

1, у:х2, >е0, х:2,
у:0
F.{айти: S - ?

1, у:х3, >г-2, х=1,
г:0
Найш: S - ?

l. у:-х2, x:l, х:2,
у:0

Найти: S - ?

l. у:х24х-5,у:0
Найти: S - ?

2- 5-х2+9,50
Найти: S - ?

2. у:-х2-2х+8, )г{)

Найти: S - ?

3. у=<2-8х+16, yd-x
Найти: S - ?

З. у:-х2-7х+8,
у:2х+16

}lаfrги: S - ?

3. у:х2{х+9,5Зх-9
Найти: S - ?

4. у:х2,у:2х+4

Найти: S - ?

4. у:х2, у:3х
Найти: S - ?

4. у:х2, у:х
Найти: S - ?

5. у-(3, х:l,г2,
r:О
FIай-ги: V - ?

5- 1г:х2, x:l, r'_2,у4
Най-ги: V - ?

5. y:fx3, х:0, х:1,
у:0
Найти: V - ?

6. у=с2-2х, у:0
НаЁrги: V - ?

5. у:х2-1, у:0
t{ай-rи: Y - ?

6. у:3х-х2, у:0
F{ай-ги: V - ?

7. у:х24,х:0, х:1,
г{
Flайти: V - ?

6. 5гх2-Зх, x:l, х:2,
г{
}dайти: V - ?

'l . y:xz-9,x:-l, х:1,
г{
}fuйти: V - ?

Iv v vl
1. 5Ех3, х:О, х:2,

г-+
Найти: S - ?

I. у:-х2, x:l,x:2,
у:о
Найти: S - ?

l. у:-хЗ, x:l,x:2,
у:0

F{ай,ги: S - ?

2. у=с2-х{, у:0
ЕIайти: S - ?

Z, y:-x2+x+6,1-g

Найти: S - ?

2. у:,х2+2х+3, у:0
Найти: S - ?

з. у:-х2-1ох-16,
у:х+2

Найти: S - ?

З. ,=1z-3;+l8,5-
2х+18

tlай:ги: S - ?

З. у:Зх-х2,55х-8
Найти: S - ?

4. y=l,y:2x
Найти: S - ?

4- 5г=<2,5r:х

tlаЁrги: S - ?

4. 5-х2,5.-3х
Найти: S - ?

5. y:fS*', х:0, х:1,
у{
Найти: V - ?

5. у:5х2, x:l,x:2,
г-{
FIай-ги: V - ?

5. у:7х3, х{, х:1,
5-0
Найти: V - ?

6. y=l24, у:0
Наiти: V - ?

6. У:х-х2, у:0
Найти: V - ?

6. у:l-х2, у:0
Найти. V - ?



7. у:4х-х2, х:1, х:2,
у:0
Найrги: V - ?

7- y:x2-16, x:-l, x:l,
у:0
tIай"ги: V - ?

Т- у:Зх-х2,х:l, х:2,
у:0
Най:ги: V - ?

J

0

Вариант ЛЬ1
1. Вычисrпrте неопределенньIе интегралы:

J'.r,r' -oi:- --t r+З |Ст

2. Вычислите определенные интегрЕtлы

КОНТРОЛЪНАЯ РЛБОТА М5
<<ИнтеграэrънOе псчнс.пепfi е).

линиям}l

Варпант Лl}3

3, Найдlтге площадь фигуры, ограншrеrrЕой линиями _}'=-З.f ,-},=0, .т= 1ч.т=2.

4. Вычислите площадь фигуры, о|раниченной линиями.

у

Л - 4-лз 4

"r=.1-х

,,
4

BaprraHTJE2
1. Вычислрrге неоцределенные интегралы:

J , r-* - \-3 -з ч-r+ l |dч

J ,т{ t.T- 1idT

2. Вычислите определенные интегралы:
а

J l;х'-зхr+ ]х+ 1ld,r

_[ i х3*:х lсч
-I
s

J ta* *f с.
.}

}*11
;l

З1. з л : i

Il*. -*,* +SlCK
:l}J 4 i

л

у З. Найдите площаць фиryры, ограниченноЙ

линиями _у =J2- _т- 2, у -0

_Р=-х,-6 4. Вычислите площаль фиryры, ограниченной

J0: 6

1 . Вычислите неопределенные интеграJш:



ll з * 1 i

J t+. -f t -s |*t

J.t'tt+5xidt
2, Вычислите определенные интегрrlлы:

J

J i,,txu- охr *.l .т+з it{T

]

Jlt:+:к+t|*ч
-l

З. Найдите площадь фиryры, ограниченной mrнияrrп ,У ='' - 8Х + 7, ! =а

4. Вычислите плоrrBдь фигуры, огрниченной линиями.

у-ý]-{х+4

J=4-

-? х

Y
у-

у-- х'

}

{

2

I
J

Вариант }l}4
1 . Выцаслите неопредепенные интеграJIы :

!rr- e', |\dx

J зlзх=- t Ёет

2. Вычислите определенные интегрiшы:
3

J iз*з.тf dч
0

J it'*Эх+5}dч

З. Найдитс площадь фигуры, ограниченной лшIиями } =- 2х" у =0, х =l, х =2

4. Вычислите IIлощадь фицры, ограниченной линиями.

х

в

_1



ТЕМА (йИФФЕ РЕЕЦИАJIЪЕЫЕ УРАВIIЕIIИЯD

мЕтодшrЕскпЕ уклзлнЕя
L Что необходЕмознать потеме:

а. Опредедение: fu фференIцitJьньiм уравнением называется уровнение,
связывающее мфкдJf собой независим}iю псременЕIуIо ь иско}fуIо функlrию у и её
производные или шффернци{шы.

Обозначение: F(ь у, у'}{, в общем виде F(ц у, у', у",..., уФ)Н
ь. Порядком лиффернциаJrьного уFвнения яl}зывilgтся fi орядок старшей

производной, вхоляlшей в 5rpBHerrrre.

с. Решением диффрнrrиального ).Fвнения н:lзнкЕтся фунlсшя, которая обрапtдgа
это )равнение в тождество.

d. ДифФрнrшальЕое ур{lвнение всегда имеет бесчисленное множество ршений,
записанных в виде формулы, которая носIfг название общего оешения.

Общее решеlше содерfirт стоJIько независимых произвоJIьных постоянньDL кlжов
порядок лиффрнцftшьного уравнения.

е. Частным решением диффрпцлального уравнения на:}ывается решение,
поJryченное из общего при рat:}JIичных чисflовьD( значениях призвоJьных постоянньж,
Значения произвольных постоянных нaD(одятся при опредеllённнх начаJьных значениях
аргумента и функчпи.

f. Решение некоторых видов дифФрнttиаJIьных урвненкй
О(ЕМЫРЕIШНИJI:

I порялка lI порялка
6.1. Простейшие
Общий вил: y':f(x)
Схема решения:

1. Проинтегрирватьпрtlвую
ч;lсть.

у:! sQ}ax

б.1. Простgйшfiе
Обrций вид: y":f(x)
Схема решенпя:

1. Проинтсгрироватъ правую
ч,lсть-

у':! f{х)dх
2. Проинтегрировать результат

первого действия
}-[([ f{x)dx}dx

6. 2. С разделrяюrцимнся переменными
Общий вид: у':f(х)*g(у)
Схема решения:

l. Записать через диффрншап
ф-f(х)rр(у)dч

2. Разделитъ переменные
Д. 

-fi*)4.*aly)
3. Проиrггегркрвать левую и

правую часть

[dy t
JrU):Jfи)dx

6.2. Однородные с постоянными
коэффицкеrrгами
Обrций вид: ay"+ýy"+gy-g
а,Ь,с€R.а*0
Схемарешения:
l. СоставитъхаFrгеристи.Iеское

)Фавнение п решить его
af+bt+c:O
2, В зависимоgги от количества и вида

корней зiшвсать ответ:
2.1. D>0, tr* t2 :> Ответ:

,-g,"ttГ+у,:g2хеО*
Z,2, H,fo{:> ответ:
y{retk+y{2xelo*
2.3. н, tr, tz:o*Pi:> огвет.
Y=*-(C r cosSx+f, 25|1Р*1



Примечание: otf i - алгебрическаr{
форма записи ко}пшексного числа, где
ои Р Е R, а i - мннмая едиштrrц её
гл{rвнOе свойство i2:- l .

Ш. Примеры р€шенпя лшфференциа;rьных уравнений

а) ху'-1:х2
Привелём к общему видг:

. х2+|
у'-_ - простеЙшее первого порялка. Примеlrяем схему

y--t + d"x : ! х-|(х2 + L)dх - I {х + x-L)dx : f; +h|х] + С

-z
Отвgт: у:, + ln|r| + С

Ь) y'':x-l - интегрируем црвую часть

у':! (х- 1)dx : + - х * С1- интегрируем ещё раз

flC- х * C]dx =*-f;+ сr, + с,

Yз *2
Ответ: у: т -; + Сrх * С2

с) х2у'-2цг3у

общий "*, y'JP - с раздФrяющимися переменными

а#d,
dy 3*Zx

-:dXх,

dy

у
З*2х

,dx=I

у

I

I y-Ldy: I х-'(З + Zx)dx _> Iп|у| =

Зх-а: ----- + 2lпlrl + С
-l

I (зх-z + zx-L)dx _> ln|yl

Функция найдена не явно.Ответ иожно так и оставить.

d) у"+2у':0
f+zH0
FO,F-2
Отвgт: y{te0x+C2e-2*, т_ е. у{r+ýr9-2Х

е) у"+бу'+ý5-g
t2+6t+}:0
,6_|л--r: -ý



Ответ: }-С l е-зХ+С2хе-З*

0 у"+4у"+8у:0
t2+4t+8{
D:l6-32:-1б:lбi2
. -++^!tBF -4+4i
tl:L:: = -L'T 

LL2z
аý

Ответ: y-g-2x (с rcos2x+Czsin2x)
g) у,,_ф

t2-1{
tt,z:tI
Отвgт: 5 СlеХ+С2е-Х

h) xdy-ydx-,{ :> xdyldx :>

Ответ: lп|у[lп|х|+С

dy d.x . d.y г dx__=___ _\ |___:__ I_
--l-,у х ,у ,х
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(Решенпе дпфференцIIаJIьных уравненЕй первого порядка с разделяющцмися
переменными, однородных лпфlфренцнаJIьных уравнений первого порядка,

лннейных днфференциальных уравнений первого порядкаD.

ПРЛКТИЧЕСКАЯ РЛБОТЛ JE 23

<<Решение линейных однородных дпффереЕциальных уравнепий второго порядка с
постоя н ны м и коэффшциентами, линейкьш неоднородных лнфференциаJrьньш

уравнений второго порядка с постоянными коэффнциентами>}.

I lI III
l' 

У':2х-е-* I ý+Зr:х2+1 1.2y'-x:gzx

2. у" _ L=x2х
2. (1+х2)у'-1:0 2. 4+х:5xz

J L_xzy'_5:0 З. ху"-ха:Зх5 З. y':Ssin] + х

4. 3y"-sin5x:3 4. Y'-5:cos4x 4- xaf'-l:sx

5, #:ц,-t 5. еОу'4:0 5. (l+y2)dx-x'dy:0

6. х2у"-1:х4 б. Zy''=a'+l бt (l+x2)y'4={

7 . у'-у+24 7. (l+K)dx{l-x)dy 7. ЗУ'-:гg-'

8. xy'-2xyLt' а dx _Ъdyu. {т ly
8- Зу'-7:2у

9. y3dx-x261,:n 9- у'+2у-3:0 9, зJidу - {2ху *
3y)dx

10.x2dy+(2y+l)d:c0 l0. у'-5ху:х l0. ху'-1+2у:0

1 1.21xy+y)dx:xdy 11. (xt'+x)dy{y-x2y}lx 1i. х2d5(2ху+Зу)dх

l2.ysinxdx-3dy:O 12. xdx-cosSxydy:0 12. (у-уsiпЗх)dх+dу:g

l3.у"*Зу'+2у=1.,
x:0,5-1, у':3

l3. у"-}1=4,
к{, у{, y'd

13. у"+]у'-8у:0,

l4.y"-l0y'+25y:0 14. У'+3у,4у:6 14. У"-5у':0



15.У"-6у'+45}.=О l5. y"}{1r':g l5. У"-lбу,:g

1б.у"-3у':g 16, y"-l4y'+49y={ l6. y"-4y'+ýy=g

l7.y"-}1-g l7. у'}2у'+5у:0 l7. у"-8у'+lбу:0

18.у" г4lr=,g 18. у"+1-о l8, у"+9у:0

Iv ч YI

' ';*L=хЗ 1. 2у'4х=2* 1, Ч-Зх=5

2, хч"-х3:5х 2, y"+x:cossx 2. хаУ'-5--6х

J
yll

stn3x
1 з. у,

x+L
5х З. у"+-":2х-siпЗх

4. ]-1_ yzy, : g 4, Ч=в,-t 4. (1+х2)у':7

5. y":e2*-cosx 5. ,t|-|zr, - 5 5. Зr|fir" _ 1

6. у'-З:\lТ-$ 6. y":12x-l)3-1 6. еОу'-5:0

7. у'+3у:ху 7. xy'-Sxydy 7. 5у'+2ху--4у

8. у'-3у:7 8- у'-у:7 8. у'-З:4у

9. (y+xy)dx+(x-xy)d50 9. 1x2+4x})dy{4x-l)dx 9. (2y+x2y)dx{3x-
2xy)dy

l0. x2dy:Д - y2dx 10. Гrdу * лБdх : О I0. x3dy_(1+y2idx:0

ll dy*
vjr

dxз-,ly'
1 l. ysin?xdx-(2y-l)dy:0

12. уsiпЗхdх{t-у)dу{ 12. хЗф-уdх 12. хсоsуdу+(2-Зх)dх:0



13. y"-3y':g,
х:0,5[, у':1

1З. у",2у"8у={,
)гЧ), )F4, y':l0

lЗ. у"-3у'+2у:0,
к={),5{, у':3

l4. y"+y'51,:g 14, У'{у'+95,{ 14. Y'-6+y=g

15. у"-2у'+50г{ 15. y"4y'+$1=g l5. у"+| 1у,:0

1б. Y'+tOy'+25)r:0 16. y"491,:g 16, у"+8у'+lбу:0

l7. y"-y-g 17. У'+5у'=4 11, f'+4у'+29г:0

18. y'+tcr=4 18. y'"+f5y-g 18. у"+491,:П

КОIIТВОЛЬЕЛЯ РЛБОТЛ JK
<ДнФференццаJIьные ypaвHеrrня>).

Вариант 1

Решить диффернциllJьное )равнеЕпе:

c/t, d2 t, dt,
t)(t+ v)d.T : (t -.T)dr,;2)Б : _}, + 1; 3) 

d... 
*Б- бl, : g

Вариант 2

Решить лифференrшальное урtlвнение.

l)x?dr,+ (2у+ 1)dx:0;2)** 21,*3: 0; 3}},"+ 5з/* 6 * 0, 
d"t



ТЕМА <ТЕОРЕЯ РЯfiОВl

МЕТОДЕЧЕСКПЕ УКЛЗЛЕИЯ

Что пеобходпмо зttflть шо тене:

Опреле.irенпе: Пуст" Ulr ц2,цз,.., ь..,, где ь: f(n) - бесконечная числовая
последовательность. Вuраэlсепuе uftчтFчrt...+,rr+... нlц}ывllgтся бескопечпым цuсJловым

ряOом, а числа ul, [l2, чз - tIленами ряда; ь: (п) - называgтся общим чЛеном ряда.

fu"
Ряд часто записывают в виде: п=i : ut*ч2iuз*._.*цо*...

Опреде;lенне: Сумму первых n членов IIислового ряда бозначают через Sr и н&зывают,,-
ой часmuчпой суluоой ряlа. Sп-ul*tл*tlз* , . , *ь.

Опрелегlение: Ряд Ешывается схоOяtцлlлtсл, если его п-ая чilстичнitя сумма Ь при

неограничонном возрастании n стремитýя к коt{ечЕоlrу пределу, т.е. если 
jЧ 

'r: 
S, где S-

конечное действительнOе число.

Тогда число S назьrваетсяqtммоrt ряdа:
Опрепегlение: Ряд нtlзывается расхоdяtлцlмся, если п-ая частичная сумма ряда при n*-}co

не стремится к конечному предеJry.

--? ,,аqп-'+... (|d.1), 
ллл__опрелепение:ряд 

а+aq +oq- +oq" - +", \lql 
составлс}rныйизчленов

любой убывающей геометрической прогрессииэ является сходящнмся и имеет
S: -:*

cy}rмy 1 ** (геометрическпi ряд}, гдс q- знаменатеJIь геомgгрической прогрессии.

Свойства сходящихся рядов:

l. Если сходится ряд ul+u2+uз+..., то сходится и ряд цц+1*!поа2*цm+з*..., получаеiuыЙ
из данного рма оtпбрасuмнuем пqрsшy пr-tulerror (этот последний ряд яазывают ln-M
остатком псходного ряда); наоборот, из сходимости m-ого остатка ряда вытекает
сходимость заданного ряда.

2. Если сходится ряд ul+u2+uз+... и суммой его является число S, то сходитýя и
ря! aчl*пц2+аuз*. .. (полученпьtЙ умнолсеппем dапноzо рпdо па чuсJrо с), причём сумма
последнего ряла равна a.S.

3. ЕСли рялы ul*ц2*ц-j*... *Uп*... п yl*у2*чз*...*vп*.,, сходятся и их суммы
соответственно равIrы Sr и Sz, то ряд (ur+vr}F(uz+vz)+...+(u,,+vo)*... {преtсmлапяюtцutt
cyшrty daHHbtx ряdос) TaKlKe сходктýь и его сумма равна 51*Sr,

4 Если сумму п-ого остатка ряда бознаIшть через L, ,.". га:цда1*}t62*

Оm 
,тосумму ряда можно представнть в виде: S:Sо*rо,

*Ur,+.*

lim
m-J сс

то есть, суммам ряда S равна сумме п-ой частичной суммы ряда Ь и суммы п-ого остатка
?

РЯД0" lt

Теорема о необходимом и доgтаточнош !rс;lовии сходшмOстЕ

ряда с положитепьнымп членами:



п
{J

,Щля того чтобы ряд "{ ьсходился, необходЕмо п дOстдточно, тffiы при п---+о0 осIаток
Iim

ряда стремился к нулю, т.е. чтобы n-'rr,:0.

Теорема (необхолпмый признак сходпмOстп):
ф

Zu" Шm
Ес.гшr ряд ni сход}tтся, то предеJI его общего IIJIена цп при п-+эс равен нулю, т.е. П- *

Ur,:0.

Признакп сходимостп н расходпм{lстЕ рflдов

с полоrffiтепьнымп !UIенами:

I. IIервый пDизнак сDавнения:

Пусть даны два ряда: цl*ц2*цз*...+ц"+... (l)
чl+ч2+чз+... +vn+.., (2},

причём каilсаый цлеп перво?о ряdа пе превосхоdum сооmаеrrtmgуюIцеaо цwна вmороzо

ряdат.е., цп{ v,,(n:l ,2,З,...).

Тогда если сходится ряд (2), Tcl сходится и ряд (1); если расходrrтся ряд (l), то расходится
и ряд (2).

Замечание: этот признак остаётся в сЕпе, е.сяи нервенство чБVо Rыполняgтся не при
всех п, а лиць начшная с некоторого номера n:N ( т.к. сходнм{lсть рядs не нзменяется
прн отбрасыв8нпн конечного чисJtа члеt|ов ряда).

lI. Второй прпзrrак спавненпя (пFдельный прнзнак сравнення).

ln q)

Ju" Zч"
Если n{ и пl ряды с положительными Iшенами и с)шIествует конечныЙ пр.uел

liш Ь =k *0
отношения их общих членов. 

П*' Vп 
, то ряды одновременно сходятся, либо

расходятся.
Ш. Теорема (прнзвак Далдмбера):

ф

Iu"
Если для ряда n{ с по:ло:хсumе|ьнtl".\tu чz,eltlLull существует конечшый предел отношения

lim 
u" +1 

='
(п+1)-го члена к п-му чле"у 

n-* lln 
, то этот ряд.

сходится, 
"an" 

l '1 и р"д расходитс" 
"*rr" 

l '1,
l 

-1если ( -1, то вопрос о сходимости ряда остаgгся нершёrпrым (rцокно применить лругой
признак оходимости).
Рассмотрим применgнне этих теорем прп решении задач.

1*?*i*,.,* n *.,,
IIРимер 1. Исследовать сходимость рма 2 5 В Зп - 1



п Пссilllm u_ = llm 

- 
=;__п*т |l п*(,Зп- 1 Н*Н

11

-=*
аlзJ--

А Так как П 
, ю ряд расходктеп (т.к, не

lim
выполняется небходимьй признак сходимOсти П-'цп:0 

).
Оmвеtп: ряd расхоdяulаfuся

1*l*a*... 1 *..
Пример 2. Исследовать сходимость ряда: 11 LZ 1з n +10

l+1+1*1*...*1*...
А !анный ряд поJгучен из гармоЕIrчоского ряда 2 З 4 П обрасыванием
первых десяти членов. Значит, он расходtrтеý (т.к. гармониче€кий р"д является

расходящимся и сходимость ряда не изменяется при обрсывании конечного числа
членов ряда).
Оmвеm: ряd расхоdяtцuйся
Пример 3. Исслsдоватъ сходимосlъ ряда я найrи его

2 I t 1 2 пlпп-l
-+-+_+-+...+_ .tl_[] +_..

.у""уЗ 3 6 12 5П2il
А /{анный ряд соGтавлен из членов бескоrrечно убывающей геомегрической пргрессии

2|

=lim
п-.- :i,

+0

Q=-
и поэтому сходится: 3,

?
l, (знаменатель геометрической прогрессии). Найлем

S
о 4

сумму ряда:

1-q 1-1 3
2

_l

Оmвеm: ряd схоdяаluася, S -i
ТЕОРЕМА (интегральный шризнак сходнмоgги)
Если f (х) при х > l - непрерывнtlя, положительнaя и MoнoToнlto убывающая функция, то

з

Ф

Iu,
ряд n{ ,гдеUп=f(П)

расходится несобственный интеграл ]

1
U, Uп+l

, сходится или рсходится в зависимости от того, сходится или
aс

Jf 
(*Ь*

r*1* 1
Пример 1. Исследовать сходимость ряда: 2' З'

1

}
++

2

1

(п+d2
Найдём отношение:

; тогда предел )того отношения равен:

, т.к. l =1, то с помощью признака{сл амбера пе уdаёrпся

А Имеем п

Uп*l= П 
= 

1 ,
чп (n+il2 

fir*tН'
п пп

;i,n 
Un+t _lim ___]_ =1n-. Uп "*-Еr*lt-

ш пш

решumь вопрос о воdчмосtпч ряdа
Применим интегральный признак:

+...



1 -lr 1 Ъ*_1|*r, -- |\х/= " J т - Il-П ' f(*) =а--п п' , следовuоrr""о ' '-" х2 ; вьлчислим несобственньй иrгrегра.гr: l"x- xl :l.
Ипmеzралt схоdutttя (является конечной вепнчиной), позтому вфumсл и заданный рял
согласно интеграьному признаку сходимости рядов.
Оmвеm: ряd схж)яttluitся

1 **1 * 1 *...*
2lп2 ЗlпЗ 4tп 4Пример 2. Исследовать сходимость рrца: --- -

1

(п+l)h(л+1)

1

+...

1

'!п
f (х)

{п +dtп(п +r}, (х +dtn(x + r)А Применим иЕтеrра.rrьный пркзнак:
несобственный интеграл :

d(x+d

Найдём

поэтому раосоduлпся и ý}данный ряд,
Оmвеm: ряd расхоOяарtйся

J;
Uп= t-

Пример 3. Исследовirть сходимость ряда {П
-л е-лч, =У--- f (х) =----

А Применим интеграJIьный признак: {n 
' 

r/x , Найдём несобственный
.r. о- n{,i :tr

#- =- 2 !е-Ла 
(_ Ji) =_ z"-s |i =2е, 

& 
|,, =z { е-, _ ,- ,| =|

"rr".рао 
1J* , '^ |' е

uпmеaрал схоluftлсл, значит, схоdumся и задtilнный ряд.
Оmвеm: ряd схоdяtцuйся
Опредепение: Ряды, членами которых явJlяются степенные фунlс+.Iи,
называются gгепеЕнымш рядамп: co+cl x+g2;2+. . . +ъхП*.,,,

а числа с0, Cl,..., с,п- коэффuцuепmы crtletleппoeo рлdа.

Опреде.гrенне: Об.пастью сходпмости степеilною ряда нfr}ывается совокупность тех
значений ь при которых степенной ряд сходится.

Прнмер: Найтиобластьсход}rмостиGIепеЕllогоряда: t +х+ х1 + r3 + ",+хп + "

АРешение: .Щанный ряд можно рассмirгривать как геометричесrcrй ряд со
знаменателем q:x, кmорый сходится при IqI: IxI < l. Отсюда -1<x<l, т.е. областью
сходимости явJIяется интервiLл (- l; l ).

Оmвеm: (l:])

Тригонометрическим рядом Фурье л.гrя фуrшrи, ,f (Х) 
на отрезке i- О;О] 

называется ряд

,f (л) : 1 *(о, cosx +Ь, sin,T) +(*z соs2_r+&, siп2л) +... +".|
ВИДа L

+ ( я,, cos пr + b,sin rrr) * .. . _+ * 
${ 

o_cos rtJ + Ё, sin п.r)

е



/(л)коэффшшиенты кOторого, нак}ываемые коффиrцлентами Фурье дэlя фунlсrии
вычисJIяются по следующим формулам:

J/ (,) a,ag
I

jr

-т
tT

,
Е

"г-JT

1т

JT

аr,

l'u

равна

/ (х) cos nt,dr (п е lf ) ;

/(л)siп плах (п С N)

во всех точках непрерывности данной функltии, лехсащих внутри
lr
|- пiq. s(.t) -/(.v) .

l

Условия, которые достаточно н,lложить на функциrо 
/('') *" того, чтобы её ряд Фурье

Qхо дился во всём промежугке рзложениц опредеJIяются теоремой .Щнрнх.пе:

Если функч", ,f (') 
, ,*ur"* на отрезке 

i'o:oi, 
удовJIетворяет в этом промежутке

условиям .Щирихле, т.е.

1. непрерывна за искJIючением только конечного числа точек piвpblBa I рола;

2. имеет конечное число экстреIyfуil{ов,
I,]

то ряд Фурье этой функцrи сходится на всём отрезке 
'l" Л;lТ'i 

и c)r'Ma этого ряда:

f (х)
равна -

промеж(угка

.f ("о- О)+/(ф+0)
s(,*0) =}trtrq - о)+/(д1 +о))

2

f t- л +0)+/(,r- 0)

во всех точках разрыва:

на концах2равна

промежутка:

так как tlлены

- 1т,,п
отрезке

s(-r ) =}trt-.,r+o) +1,fu-ýЛ, :rт,

,ряда- фу"*ц"" периодические с периодом h ,* из сходимости ряда на
lj вытекаgт его сходимость Еа всей числовой оси, причем сумма этого ряда

явJIястся псриодичоской функчией с тем жс.r"р"олоtrr k.

Тогда дJIя того, чтобы ряд Фурьс фунlоши 
,f (') .*о.оился именно к эюй функции на всей

числовой оси, надо и её считать периоJшческой с.r*рrrодоlr k.

прАктичЕскАя рАБотА Jф24

<<Есс"тедовашне рядо BD.

Вариашг 1

1. Найти сумму членов ряда

I

,



ё1111 1
\ 

-:_-L-_.L--l- 

,. -L-l_,_.Lп(п+1) 1*2 2"3 3*4 п(п+1_)
п=1

Z Исследовать сходимоfiъ ряда

I n*t" 2

п1 п+.,.+-+...
п+ 1

п=1

Вариант 2

1. Найти сум}rry членов ряда
ф

у ,1, , - 
1 + 1., 

+., 
t 

,, +..,+L {зп- 2)(зп+ 2)- 1* 4 ' 4*7 ' 7 * 10 '

п=1

2. Исслеловать сходимость ряда

LI1
J--J_-J-_-_д-t"2'З*2r'5*23 t l

2з+*+_3+

].

(3п-2)(Зfi+2)-"'

Y1Lап-lt"2"
R=tr



Разде.ll4. Основы тсоршш комIшексннf чпýеп
ТЕМА: <оСНоВЫ ТЕоРЕШ коМIIilЕкСНъD{ ЧIIСЕПу.

МЕТОЩЧЕСКИЕ УКЛЗЛНИЯ
Что необходимо знfiть по теме:

Комплексным числом z нt}зымется выражение вЕда a*bi, аrь-действительные t{исла а
символ i уловлетворяет условию i: - 1

число а нiх}ывается дейgтвительной чаgгью комIlпексного tшслц bi- мнимой
частью, i- мш{мой едишrцей.

Множество комплексных чисел обозначается бусвой С.

Заметим, что множеgтво RдейgгвштеJьнш( чисел содержнтся в множестве комплексньIх

чисел С: К СС . В самом деле, всякое дейgгвшгельное число а можно рассматривать как
комплексное число вида a+Oi.

Комгшексные числа вида Ьiназываются чнgю мнимыми. Оrи получаюT ся нз комЕrI€ксных
ЧИСел z|: а + Ьiпри а: 0.

опредепение 2. {ва комгшексньж числа zl: а+ bi и ц: с + di rrазымются равными, есJIи,

соответственно, рilвны их действитýльные части и коэффиIцаенты при мнимой единице, т.

е. если а: с, Ь: d.

комплексное tмсло z:0 + 0i называgтся кулем и обозначаgгся через 0. оно совпадает с
числом HyJrь множества действительных Iшсел. Tarcr,rM образом, z: а+ bi : 0 тогда и
только тогда, когда а: 0 и Ь: 0, нлц что то же ýамое, когда а2+ Ь2: 0,

опредепение 3. Комплексные числа а + bi и а 
- bi назывшотся комплексно-

сопряженными.

Число, комплексно-сOпрJDкенное чпслу z,сбозrшчается через z ,Таyъеслпz: а
* bi, то z : a-bi, есJIи же z: a-bi, m z : а+ bi, Поняпrе соцрDкеЕности взаимное.
Например, дJlя комплексного числа z:: -2 + 4i комплекснreопря]кенным является

комплексное число z : - 2 - 4i- точно ftllct(e дJIя комIlлексного числа -2 - 4i комплексно-
сопрлкенным явJlяетýя чпсло -Z + 4i .

2. Геом етричGская ннтерпретация комIшексных чисеп

комгlпексное число z- а+ bi геометрическfi можно предстilвить mчкой координатной
плоскости Оху с координатами а, Ь.

опредепение 4. f[лоскоgгь, сJцDкаIцая л.пя rзобрэкения множества комплексньtх чисел,
нtlзывается комплексной плоскостью. Тас как лпобое комплексное число единственным
образом опредеJIяетýя его действlлтельной и мнимой частями, тс каrцдому комплексному
числу в комплексной плоскости соответстаует единGтвенная тOчrФ на
плоскости. Очевидно, чю справедJIиво и обратное угверждение: каэlцой
точке (х; у) плоскоGти Оху соответствует единственное комIшексное число z: х * yi.
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Такрrм образом, между множеством комплексных чисе_ц и мflожеством точек плоскости
существует взаимно-одIrозначное соотв€тстff{е, При этом соOтветствии всякому
действrrгельному числу z: а * 0i соmветствует точка А(а; 0) оси абсцисс, а всякому чисто
мнимому числу z: 0 + bi - точка В(0; Ь) осн ординат. Чисзrу z: i соответствует точка
С(0, l) (рис. 2). Если каждой точке М комrшексной плоскости поставить в соответ€твие

радиус-вектор ОМ этой точки, между множеством комппексных tшсел множеством

радиус-векторов можно тilкже установнть вза}lмньоднозflачное соответствие.
Ось Ох булем называть действлrгельной осью, а ось Оу- мпrшой.

,Щ'ействия Еад кOмплексными чисJlами определяются таким образом, .ттобы для частного
случая действкгельIIьD( IIисел эти опер:лцш{ совпадапи с известными операциями над
ними.

Сумма z комIшексньлх ЕIисел Zt : Qt + 4f н Zz :0z + brj ощlедеJIяется Kiж комплексное

число z={al+or)+(b, +Ьr)i.Его обозвачают z= Z|+ 22.

Таким образом,

z]+z2 =(oI +оr)+(q +b.)i

В частности, если z = о + bi, ro, 2 = а - bi arоэrому z * z = 2а, следовательно, сумма
комплексt{о-сопрюкенЕьD( чисел есть ч}Iсло действительЕое- Операlшю спожения легко

распространитъ и Еа cyшrмy любого конечного числа комппексных ч}tсел. Так, если

Zt:at+Цf , Zz:Qz+bri, ._.,rn =cn +b"i

то

zI + z 2 + ... + z л = (о, * с2 +... + о. ) + (Ц + Ь, +... + \ )i

Выберем на копfiIJIексной Iшоскости вместе с прямоугоJьной н полярýую систему
координат таким образом, как эю изображено на рис. б Так как произвольное

комплексное ч*lсло' = Х * -У' изображается точltой, то wIсла х н у яR]Iяются ее

прямоугодьными координатамлt. Пусть Z ,Р -полярные коордЕнаты

точкtt М(х;у). Полярrьй рааиус' 
: Х'+УО вазывается мOдулеtц или абсолютной

величиной комплексного числа z и обозначается 1-1 
, u по:lярный угол ф

называетсЯ аРГ}Srrекгом комппексного чrcла и обознача етtя argz{O 
< aIgz < 2lT). Так как

Х = rCOS Q, у: гsiп р,ю z = х+Л=rсш9+irsiп 9 wпl
z: r(cosp+isinp)



Правая часть (1З) называется 1ригокометрической формой кошIлексного числа.

Запись комплексного числа z в вндеz: Х * Yi называетýя шшбрической
формой комплексного числа. Перход от апгебраической фроы записи к
тригонометрической и обратно осущеgtвjIяется по формуlвм

t l 1j tllp= rg(агg ,): У
r:|z|:.lx-+y- Х-

Х=rСОS Р, ,:rsinp. 
'

Пример 1. Составить тригономsтричеGц/ю фрму записи комплексного числа z: -2+3i-

JE 9-о"'r[ ;) -<0,у> o,trr<E}
Решение. Имеем:': (-2)' + за :

По таблице тигонометрических фуlпсшй или на кirлькуjlяюре нФ(одим Р: З4О 
.

Следовательно, z - Ji5(cos З40 + isin з4О) 
.

Пусть даны два комrшексных числа в трпгонометрической фрме:
zt = гl (cos р, + i sin иl; z, = гz (cos rр, + isiп рr).
Перемножtш щ полуIмм
zlzz = 4rr(cos pr+isin p,)-(cosla, +isin pr):1qr(cosи соsд +f sin (p|cosg, +i cosя siпср, -
- sin р, sin р, ) : rIrJ ((cos р| cos р, - siп р, sin prl + i(sin р, cos р2 + cоs р, sin Qr)) : rrrr(соs(ср, +

+ Q) + isin(qa, + и)).
т. е.

ZlZ z = r,r, (cos(p, + рr)+ i sin(p, + р)|
Таким образом, прн Jri[ноженки комплекGньD( Iшсел вT рик)нометрической форме их
модули перемножаются, а арryменты скJI4дыкlются



ПРЛКТИЧЕСКАЯ РАБОТА JE25

<<,щействияЕадкомltll;fr 
ffiтЁъЁ;?"ffiЁхпва.rrгебраическойи

Вариант 1

1. Прдставить в тригонометрической форпrе комплексньIе чисJIil: 1.i?; 2l - 1 + l

2. Найти проIlзведение комплексньD( чисýл:

, i.-,ý) +,ýin {;i) 
- 
i.",(ý) + týiп ifi })

З. возвести в степень: [eg.or(:) - 'r* 
(;}]-

Вариаrrг 2

1. Прдставить в тригонометршческой форме комплексные числа: 1)З; 2)r5 - l

2. Най:ги произведение комплексньD( IIисеJI:

? {cos{f) + isin tii)"r(*,{t') * lýn iT)}
3. Возвести в степе}lь: [COS З5О + i Sin 350 J*13

коЕтюльЕАя рлБотл J{i7

<<Основы тФорпп комIшексных чшýепD.

Вариант 1.

1. Выполнрrгь действия и записать результат в тригономgtрической форме:
€-",Ф. т a'n

ь
(].+i)8

(1-f)6

2. Выполнить действия и зtlписать результат в покаýlтедьной форме
а. 3(cos}+;s;ni)2

-1+iь ---,j
tl2е'з

Варпант 2.

1. Вьшолнить действия и записать результат втриюнометрической форме
2i3а' 

1+i1'

ь#
2. Вьшолнить действия и ýшIисать резуJrьтат в покi}зЕlтеJIьной форме,

а. 7(cos}+; siпi)З

1+i
ь.

-fr,/1е5

Варпант 3.

l. Вьшолннть действия и записать резуJьтат в триюномsтрической форме.
r+;€

4_ 

-

1-aчз



ь.
(r-1)3
lы

2. Выполнl+ть действия и записать резуJьтат в покi*втельной форме:
а. (24cos75" * i sin75"): (3(cos30" + isin3O")

г
h. ":(-€+qs

Вариант 4.

l. Вьгполнить действия и записать резу.lьтат в тЕгонометрической форме:
5+f

а.
2+зi

зils+6л-з12
ь. (1-06

2. Выполнrтгь действия и записать резуJьтат в показательной форме:
а. з(соsf +trtпЩ)'

ь. 
(Ф-i,г?)6

|2e-z

Вариант 5.

1. Вьrполнить действия и записать результат в триIýнометрической форме:
7-2iа..-
1+зa

ь.
(;9-r)G9+r)

|-i
2. Выполнрrгь действия и записать результат в покilзательной форме:

а.

Е
. е'3 tiЬ' 

Мз_0-

Вариант 6.

1. Вьшолнить дейgгвия и запиGать рфультат в тригономgtрпческой форме:
зi+зо' 
2iao

ь
i44

з(соsf + i sh|)+

2. Выполншrь дейgгвия Е записать резуJьтат в покilительной форме
а. a(cosi+ir;rr"1)'o

с-ф,

бr+i;15_
2) +е'2

ь

Вариант 7.

l. Вьiполнить действия и записать резулътат в тригонометрической форме:

а.
(€-q'

i22

ь. (_1 + i€)u
2. Выполнить действия и записать резуJIьтат в покfiилтельной форме:



ь.

Вариант 8.

а. (2(cos40"* i sjn40")(cos50"* csin50"))2

.т
,l2*e'+ i
(-1+i)з

а.

1. Выполнить дейýтвия и записать резуJьтат в тригономsтрической форме:
(i17-1лз)з^-g' 

i!2

ь.
(1+i)8

L_izб
2. Выполнить дейýтвия и записать рýзультат в показilтельной форме

3(cost + j sin9)60t 75 75,

, .зпr 10

ь (*)
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Задание 1. Найти наибольший делитель d=(arb) и наименьшее общее кратное m=[аrЬ]
цельш чисел аrЬ с помощью алгоритма Евклида, а также целые числа urv,

удовлетворяющие условию аu t Ьч = d.
Пример

а: 12l03; Ь= |425

Решение:

1. Применим €rлгоритм Евклида к числам а = 12103; Ь: 7425:

12103:|425*8 +703

1425 :70з*2 + |9

703: 19*37 + 0

Таким образом, поJryчили, что найти наибольший делитель d : (1210З, 1425): 19

2 Найдем наименьшее общее кратное m:[12103, |425] по формуле
аЬ

^: т'
12103 * 1425 :907725m:

19

3 .Щля нахождения цельIх чисел и,и удовлетворяющие условию аu * Ьч : d, воспользуемся
теоремой

rk : allk + Ьvt, k : 1,..,, п,

zd е uk, v k - цельlе чuсла, опреd еляемые рекурренmнымlt формуламu

uk : uk-2 - uk-lqk, vk : yk-2 - vk-lqk

u начальнымu условuя]уrlt u0 :0, v0: I, ul :] чt : -qI

Неполные частные от деления qe определены в процессе применения Еrлгоритма Евклида
(п.1).

Весь процесс вьItIисления удобно записать в таблице

k 0 1 2
qk 8 2
uk 0 l 1

yk 1 -8 |7

ll2 : ll0 - u:|ll : 0 - 1*2 : -2
ч2: vO-ущ1: I- (8)*2 : 17

Таким образом, ц: u2i у : v2i u: -2; ч: ]7
4 Проверим,

12103*(-2) + 7425*|7 : -24206+24225: l9: d

Вариант 1 2 3 4 5 б 7 8 9 10 11 12 13 |4 15
л збз 448 524 4зб 574 472 з64 ,l86 6|4 978 978 834 905 5l5 525
ь 285 2|6 182 264 2,72 l86 168 256 з28 4з4 з4з 354 72з 22з 185

Варшант 1б |7 18 19 20 2| 77 23 24 25 26 27 28 29 30
а l20 l83 222 56 574 з29 ,l76 з65 z86 з66 228 зз2 625 99 572
ь 56 110 |2з з4 27з 64 l24 12 |26 166 lзб 64 l28 l9 з24
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Задание 2. Проверить являются ли числа а и Ь взаимно простыми.

Пример

a:l4]lib:119
Решение

Воспользуемся определением: Щелые числа а и Ь взаимно простые, если их
неотрицательный НОД равен 1.

l. Применим аJIгоритм Евклида к числам а: |4|; Ь: 119

141 : l|9*| +22

119:22*5+9

22:9*2 + 4

9:4*2 + |

4:1*4+0
Таким образом, поJryчили, что найти наибольший делитель d : (14l, 1 19) : 1, следовательно,
числа |4| и 1 19 являются взаимно простыми.

Задание 3. Определить в множестве элементы сравнимые с заданным числом по
данному модулю.

Пример
Определить в множестве А элементы сравнимые с числом б по модулю 4, если
А: {3,7,9,1 0,|2,З T,29,24,20,|7,I,26Y

Решение:
1. Найдем остатки от деления элементов множества А на модуль 4

3 = 3 (mod 4);7:3 (mod 4);9:- 1 (mod4); 10 =2 (mod 4);|2 = 0 (mod4);

31 = 3 (mod 4);29= l (mod 4);24:-0 (mod4);20 =0 (mod 4); 17 =2 (mod4);

1=l(mod4);26=2(mod4)

2. Проанализируем поJryченные результаты и выберем те элементы множества А,
которые имеют тот же остаток от деления на модуль 4, которьй поJrylIился в п.1.

l0 = 2 (mod 4); 17 :- 2 (mod 4); 26 = 2 (mod 4)

Таким образом, получаем

6 = 10 (mod 4); 6= |'7 (mod 4); 6=26 (mod 4)

Вариант множество Чпсло Модуль
l А: { З,7,9, 1 l,|2,З 1,29,24,20,1 7,6) 20 з
2 С: {3, l 7,9, 1 8,|2,З |,29,25,20,З9,6\ 45 4
J В: { 1 З,7,4, l |,20,З 1,26,60,7 8,5 6,22\ l2 8

4 л: {2з,17,9,2l,з2,1 l,z9,24,з0,47,| 6) 9 6
5 М: {3,5,6, 1 4,2'7,З 1,29,4 1,20,5 5,44lr 1з 7

Вариант 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 l4 15
л |7з |7| з67 1б5 845 926 654 з47 45l 842 72з 56l 459

,72з
896

ь 72 ll1 2з4 1з4 ,752
521' 56,7 254 з56 7з5 524 з48 430 428 548

Вариапт 16 17 18 19 20 2l 22 23 24 25 26 27 28 29 30
л 358 166 864 547 7|з 486 922 451 199 646 4тб 649 853 565 9|4
ь 24]' |27 з45 165 647 l69 657 133 154 139 з65 351 564 186 249
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Вариант множество Число Модуль
6 D: { l 3.25.3 6.24.17 .|.28.з 1.2з.54.50} l7 11

с: { 4з,7,19,29,1z,з 4,29,25,20,з9,6) 8 з
8 К: {24.17,9,3 0. l 2.3 1.28.25.з 4.з9.6| lз 7
9 С: { 3, l 7,9, 1 8,|2,3 1,29,25,20,З8,7 З) 2з 5

l0. Р: { 4,27,1 8.1 0.62,5 1,29,7 4.29.87 .26) з4 4
11. М:{ 1 7,7,3 6,14,2'l,З7,29,49,20,5З,4l\ zз 6

12, А: {2З,7,9,|1, 1 4,з l,29.84,20. 1 7, l 6} 28
,7

13. С:{3. 1 1.89. 1 8. l 2.з 1.29.25.20.з9.6) з2 6
|4. В: { 33,59,4, 1 1,20,з 1,26,60,7 5,56,22) 4з 8

15 А: { 23.47 .5 0.2l.з2.| 5.29.24.з 0.47 .l 6) зб "|

l6. м: { 64,5, l 6,44,27,3 l,z9,41,20,5 6,44\ 26 J
|7, D: { 1 3.26.3 6.2'| .з8.2.28.з 1 .2з.54.6 l } l8 4
l8. С: { 4з,7,26,|29,1 4,з 1,29,46,20,3 9,66 } lб 5

l9. К: {24,1 4,| 9 4,З7,|2,1З |,З3,25,9 5,З9,4) 4l 9

20 С:{3. 1 7.9. l 8. l2.з 1.30,25,90,38.72} 12 6

21 Р: { 4,27,\9,10,62,5З,29,7 4,29,87,26\ 25 J
22 А: {3.67.99. l 1.62.3 |.29.5 5.20.|7 .46\ 41 4
2з С= { 4З,l7,7 9,46,12,з |,29, l 25,20.39, 1 6 } з2 7

24 В: {ЗЗ 

"7,44,| 

|,26,З l, l 26, 80,68, 54,22) l4 6

25 А: {23,|7,З 09,12|,32,| I 4,29,24,1 47,42,| 6) 2l 9
26 м: { 1 7,5,46,1 4,27,з |,29,42,21,58,47 |

,72
5

27 D: { l з.26.3 9.24.127 .|.27. l з 1.23.54.50} l5 4
28. С: { 4З 

"7,| 

|9,25,12,з 4,129,25,9 5,з9,26\ l8 7

29 К: {24.|7 .58.з 0. 1 3.3 1.28.25. 1 35.29.97 \ з4 з
з0. С= { 1 З, 1 l 4,19,7 8,12,44,29.125,20,3 8,7з } 24 9

Задание 4. Определить функцию Эйлера для числа m.
Пример

m:24
Решение.

Если число m простое то ср(m) = m -| .

Если число m имеет каноническое разложение

то

pf'...pf ,m

р(m) = m(| _!nr - а1 ..,, - *,
1 Найдем каноническое р€вложение числа

m:24 :2З*з

2 Найдем функцию Эйлера, используя приведенную формулу.

(р(24) = 24 *о - }lo - }l = rо- :- 
?, = в .

Таким образом, функцию Эйлера для числа m:24 равна ср(24) =g

Вариашт 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10 11 12 13 |4 15

m l45 l54 2з8 |62 l28 l72 з2l з45 |42 l68 225 155 l98 |74 2з7
Варпант 16 L7 18 19 20 2| ,1 23 24 25 26 27 28 29 30

m 1з5 |64 2з4 l89 124 16l l59 160 176 l86 |47 l53 |7l l50 lз0

,7.
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Задание 5. Найти остаток от деления числа а на число Ь.

Пример

а: 13162; m: 17

Решение.

1. Найдем НО.Щ чисел а: 13 и m: 17.

d: (а, m): (13, 17) : 1,

таким образом, числа lЗ и |7 взаимно простые.

2. Так как (13,17) : | и|7 простое число, то cp(l7):16, применяя теорему Эйлера,
поJryчим

1316= 1(mod 17).

Отсюда следует, что

13162: (13tb;lo. 132 = 132= (-4)2 = 16 (mod 17).

Искомый остаток равен 16.

Вариант 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 |2 13 1,4 15
л 7lЗ0 1зtа0 5147 1 1tЗZ 1зl34 72l8 1 7252 528l 1зtZЗ lзl96 7l88 52З1 17tlS |.7|45 l5l32
m l9 19 1l 19 19 1l 1,7 11 11 |7 17 lз 11 19 11

Варпант 1б |7 18 19 20 2l 22 23 24 25 26 27 28 29 30
а 17tll 1 1ZaS 7l9a 5 

145 |9lz7 |7244 lзl49 11ZlS 11tЯВ l 9l52 725| 7235 l5159 15t+S t бl45

m 2з lз l9 2з |7 l1 zз 1з zз 2з 2з l1 lз 19 19

Задание б. Определить принадлежат ли следующие числа заданного множества полной
системе вычетов по модулю m.

Пример

А = {0, 13,25,З7,49,61,73) ; m : 7

Решение.

Воспользуемся определением: Совокупность IIисел, взятых по одному из каждого
класса вычетов по модулю m, называется полной системой вычетов по модулю m.

1. Найдем остатки от деления элементов множества А на модуль 7

3 = 3 (mod 7); tЗ = 6 (mod 7);25 = 4 (mоd'7);З7 =2 (mod 7); 49 = 0 (mod 7);

61 = 5 (mod 7); 73 = l (mod 4)

2. Проанализируем полученные результаты: так как в множестве А присутствует
совокупность чисел, взятьIх по одному из каждого кJIасса BbItIeToB по модулю m (все
остатки рЕц}ные от 0 до 6), то данные числа принадлежат полноЙ системе BbItIeToB по
модулю 7.
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J

Вари-
ант

множество Мо-
дYль

Варш-
ант

множество Мо-
дуль

1 д:{3.1 1.24.20.|7\ 5 16 A,={3.1 l.24.20.17\ 5

2 Э={ 14,9,18,з 1,29,34} 6 |7 ]:{ 17,9,l8,3l,56,34} 6

3 В= { 1 З.7. l 1.20.26.7 2.57 .22\ 8 18 В: { 1 3.7.65. 44.28.з 1.26.60.80.56.з0 } 1l
4 \: { 2 6,З 4,2 l,З2,29,2 4,З 0 ) 7 19 \: { 2з,1,7,9,22,46,6 1,29,24,3 0\ 9
э YI: { 3 .| 4.27 .з | .29.42.1 9. 5 3.з 4 } 9 20 И={46.6.14 .27 .З|.29) 6

6 D: { |2,2З,З'|,27,| 6,2\ 6 2l D:{ 56,34,59 .27 ,24,|7,|,28,3 1,21,54,50 } 12
7 э: { 4з ,7 ,|9 ,з O,з 4,45, l 8 } 7 22 э: { 4з.7 .з2.46.12.з 4.29.25\ 8

8 К={24,19,9,30} 4 23 К: { 24, l 6,9, з0,22,84,57,Z5,з 4,з9,4\ 11

9 э: { з 1.29.26,2 1.3 б. 82 } 6 24 Э:{ lб.9.56.|2.з1.29) 6

10 Р= { 8 8, 1 8, 1 0,62,5 |,29,7 5,з2.22) 9 25 р: { 34, 1 0,67,5 1,2з,7 2,з9,84,26 } 9
11 И= {29,50,22,5l ,4З]1 5 26 И:{ l25,91 ,56,74\ 4
L2 \: {2з.з7,з2. 1 1 . 1 4,3 1,28,82,24. l 8. 1 9} 11 27 \= {2З.7 .9.2'7 .| 4.з 4.42.84,20.|7,1 6.з\ 1z
13 Э={ 8,З, 1 5,89, l 8, l 2,32,45,6} 8 28 ::{ 52,27 ,91,l 8,l2,з0,29} 7

l4 В: { 20.3 l .2з .60.7 5.5 6.22) 7 29 в: {3з.59.4. 12.28.з 1 .97.60,75.5 б } l0
15 \= {2З,47,50,2|,зз,| 5,29,24,з 0, 86, l б } ll 30 \: { 67,47,5 4,2|,з2,1 6,28,24,9 8\ 9

Задание 7. Решить сравнение.

Пример.

729х= 3З (mod 321)

Решение.

1. Упростим сравнение, зап{енив в нем коэффициент729 остатком отделения наЗ2|.
Получим сравнение

87х = 33 (mod 32l).

2. Проверим условие рtr}решимости:

Найдем НОД 87 и32| по алгоритму Евклида.

з2t=87*3+60

87:60*l+27
60:27*2 + 6

27:6*4 +3

б:3*2 + 0.

Таким образом, (321, 87): 3, кроме этого свободный член 33|3, следовательно,
сравнение рчврешимо и имеет 3 решения по модулю 321.

3. Воспользовавшись свойствtlми сравнения, исходное сравнение зtlluеним
эквивttлентным

29х= 1l (mod l07),

которое имеет единственное решение по модуJIю 107, решим его.

Применим алгоритм Евклида к числtlм I07 п29

107:29*з+20
29:20*| + 9

29: )*) + 2
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9:2*4 + l
2: |*2 + 0.

Полryчим последний неравный нулю остаток r+ : 1 и систему неполньIх частньIх
Qt : 3, чz : 1, чз: 2, q4: 4.По ним, воспользовавшись рекуррентной формулой из
полного алгоритма Евклида

vk:yk-2-vk-Iqlk,

наЙдем число у: |4l при котором 107u + 29ч: l.
Весь процесс вычисления удобно записать в виде таблице

Теперь можно записать решение сравнения х : 48*] ] : 528 = 100(mod 107).

Или решения исходного сравнения будут равны:

xt = I))(mod 321), xz= 207(mod 32l), хз= 3l4(mod 32I).

k 0 1 2 J 4
qk J 1 2 4
yk l -3 4 -11 48

Варп-
ант

Сравненпе Вари_
ант

Сравнение Вари-
ант

Сравпение

1 48х = 18 (mod 26) 11 28x=2l (mod 35) 2l 82х = 14 (mod 35)
,,

36х = 16 (mod 22) |2 38.т = 14 (mod 22) 22 67х = |'7 (mod l8)
'72х= 15 (mod 21) 13 42х= lб (mod 28) 23 57х = |2 (mod 45)

4 79х=24 (mod З2) l4 25х=5 (mod l5) 24 84х =24 (mod 46)
э 42х =2l (mod 28) 15 41х = |З (mod 25) 25 53.х = 16 (mod 24)
б lЪ=7 (mod 15) 1б 56х = 12 (mod l8) 26 l22x= 5 (mod 19)

7 27х =9 (mod 15) 17 125х = 15 (mod 45) 27 94х = lб (mod ЗЗ)
8 25х = |5 (mod 45) 18 48х = 24 (mod 27) 28 76х = |4 (mod 16)
9 57х = 19 (mod 38) 19 47х= |2 (mod 17) 29 52х =2З (mod 29)
10 14х= 12 (mod 19) 20 25х = 15 (mod 45) 30 '75х=26 (mod 55)

3
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Реферат - краткое изложение в письменном виде или в форме публичного 

выступления содержания книги, научной работы, результатов изучения 

научной проблемы. 

Реферат является самостоятельной письменной работы студента. 

Реферат - работа, касающаяся какой-то одной достаточно узкой темы и 

обозначающая основные общепринятые точки зрения на данную тему. В 

реферате необходимо осветить конкретный вопрос, по сути, нужно пересказать 

его (желательно своими словами). В реферате не требуется наличия большого 

фактического материала, глубокого анализа, фундаментальных выводов. 
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1 Структура реферата 
 

Реферат выполняется в строгом соответствии с ГОСТ 7.32-2017 «Отчет о 

научно-исследовательской работе. Структура и правила оформления». Должен 

включать оглавление, введение, несколько глав (2-3), заключение и список 

использованных источников. [1,3,5] 

Реферат должен включать оглавление, введение, несколько глав (от 2 до 

5), заключение и список использованных источников.  

Структура обычного реферата: 

− содержание; 
− введение; 
− несколько глав (от 2 до 5); 
− заключение; 
− список литературы (или библиографический список). 

Во введении реферата должны быть: актуальность темы реферата; цель 

работы; задачи, которые нужно решить, чтобы достигнуть указанной цели; 

краткая характеристика структуры реферата (введение, три главы, заключение 

и библиография); краткая характеристика использованной литературы. 

Объем введения для реферата - 1-1,5 страницы. 

Главы реферата могут делиться на пункты и подпункты, рекомендуется 

заканчивать выводами. 

В заключении должны быть ответы, на поставленные во введении задачи 

и дан общий вывод. Объем заключения реферата - 1-1,5 страницы. 

Общий объём реферата составляет 18-24 страницы. 

Список использованных источников для реферата должен включать не 

менее 5 (пяти) позиций - нормативные акты, книги, печатную периодику, 

интернет-ресурсы. 

У реферата могут быть приложения - рисунки, схемы, слайды 

презентации и прочее. 



 6 

2 Оформление реферата 
 

 

Текст печатается на белой бумаге формата A4 в книжной ориентации. 

Используется шрифт: обычный - Times New Roman размером 14 пунктов, 

интервал 1,5, отступ для абзаца 1,25 см. Цвет шрифта черный. Выбор шрифта и 

интервала не случаен: Times New Roman – один из наиболее удобных и легких 

для чтения шрифтов, а полуторный интервал оптимален для восприятия текста. 

Текст необходимо размещать только на одной стороне листа. Поля 

оформляются следующим образом: верхнее, нижнее — 20 мм, правое — 15 мм, 

левое поле необходимо для переплета, поэтому оно шире — 30 мм. Нумерация 

учитывает все страницы, но на титульном листе и на содержании номера 

страниц не проставляются. На всех остальных листах номер обозначается внизу 

посередине арабскими цифрами. Если в основном тексте используются 

формулы, они должны набираться в редакторе формул Microsoft Equation в 

размере, соответствующем остальному тексту. На рисунке 1 представлен 

образец настройки параметров страницы. 

 

 

Рисунок 1 - Образец настройки параметров страницы 
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Допускается использование текста «Times New Roman» с меньшим 

размером кегля, то есть 8-13 пунктов, при оформлении текста таблиц, 

пояснительных надписей на рисунках, схемах, диаграммах.  

Каждая из частей реферата начинается с новой страницы. Заголовки без 

нумерации пишутся заглавными буквами и размещаются по центру строки. 

Заголовки с нумерацией пишется строчными буквами с заглавной, размещается 

«по ширине страницы» и с отступом красной строки. Между заголовком и 

последующим текстом оставляется пустая строка.  

Главы реферата могут делиться на пункты. Точка после номера не 

ставится. Номер пункта реферата включает номер соответствующей главы, 

отделяемый от собственного номера точкой, например: «1.3». Заголовки не 

должны иметь переносов и подчеркиваний, но допускается выделять их 

«жирностью» или курсивом. Между заголовком (названием главы) и 

подзаголовком (названием пункта) оставляется две строки. 

Текст реферата, размещается с центрированием «по ширине страницы». 

Абзацы выделяются красной строкой с отступом не менее 1,25 см. внутри 

пунктов могут быть перечисления, перед каждой позицией ставиться дефис или 

при необходимости ссылки в тексте документа на одно из перечислений, 

строчную букву, после которой ставиться скобка. Пример внешнего вида 

набора текста показан на рисунке 2. 

 

 

Рисунок 2 - Пример внешнего вида набора текста 
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Нумерация рисунков, таблиц и формул обозначается арабскими цифрами 

может быть сквозной или в пределах главы. Рисунки (схемы, диаграммы) 

сопровождаются пояснительными подписями. При этом подпись размещается 

по центру страницы, сокращение слова рисунок (Рис.) не допускается. 

Название рисунка следует через дефис. Точка в конце названия не ставиться, 

если название состоит из 2 и более предложений, то они разделяются точками. 

Рисунки помещаются после первого упоминания в тексте, или на следующей 

странице. На все рисунки должны быть ссылки в тексте. Между рисунком и 

текстом оставляется пустая строка. Например: образец оформления рисунка 

представлен на рисунке 3.  

 

 

Рисунок 3 – Образец оформления рисунка 

 

Статистический материал рекомендуется оформлять в виде таблицы. 

Таблицу помещают после первого упоминания в тексте. Над левым верхним 

углом таблице помещается надпись "Таблица" с указанием ее порядкового 

номера. Таблицы нумеруются последовательно арабскими цифрами или в 

пределах главы. Затем следует заголовок таблицы. При ссылке на таблицу 

указывается ее номер, например: (таблица 1 или таблица 2.3). Таблицы 
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помещаются после первого упоминания в тексте, или на следующей странице, 

сокращение слова таблица (Табл.) не допускается. Образец оформления 

таблицы представлен на рисунке 4. 

 

 

Рисунок 4 – Образец оформления таблицы 

 

Математические формулы и зависимости размещаются непосредственно 

в тексте, нумеруются последовательно арабскими цифрами или в пределах 

главы. При ссылке на формулу указывается ее номер, например: (формула 1 

или формула 2.3).  

Обозначения символов используемых в формуле приводиться 

непосредственно под формулой. При этом используется правила для 

оформления примечаний, символы располагаются последовательно, текст 

набирается размером 12 pt, междустрочный интервал равен единице. Формулы 

следующие одна за другой и не разделённые текстом, разделяют запятой. 

Образец оформления формулы представлен на рисунке 5. 

 

 

Рисунок 5 – Образец оформления формул 
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Материал, дополняющий текст работы, размещается в приложениях. 

Приложениями могут быть таблицы, схемы, диаграммы, чертежи, расчеты и 

т.д. Приложения обозначают заглавными буквами русского алфавита, начиная с 

А, за исключением букв Ё, З, Й, О, Ч, Ь, Ы, Ъ. 

Пример - ПРИЛОЖЕНИЕ А 

Каждое приложение следует начинать с новой страницы. Вверху первой 

страницы каждого приложения посередине рабочей строки прописными 

буквами печатают слово «ПРИЛОЖЕНИЕ» и его обозначение. Приложение 

должно иметь заголовок, который записывают по центру рабочей строки с 

прописной буквы отдельной строкой. 

На все точные числовые данные, прямые цитаты и определения, 

требуются ссылки на список использованных источников. Обозначаются в 

тексте реферата в квадратных скобках с указанием номера источника по списку 

литературы (рисунок 6)  

 

 

Рисунок 6 - Обозначение ссылки на список использованных источников 

 

Список использованных источников для реферата обычно должен 

включать 5-12 позиций - нормативные акты, книги, печатную периодику, 

интернет-ресурсы. Источники указываются в той же последовательности, в 

которой они располагаются по тексту.  

Образец заполнения списка использованных источников представлен на 

рисунке 7. 
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Рисунок 7 - Образец заполнения списка использованных источников 

 

Обратите внимание, что при указании Интернет-ресурса, обязательно 

указывается и его название и электронный адрес. 
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3 Примерная тематика реферата 
 

1. Арифметические коды 

2. Метод кодирование Шеннона-Фано 

3. Методы оптимального кодирования 

4. Сжатие данных 

5. Метод кодирование Лемпела-Зива 

6. Сжатие с потерями 

7. Линейные коды 

8. Циклические коды 

9. Корректирующее кодирование 

10. Алфавитное кодирование 

11. Сверточные коды 

12. Каскадное кодирование 

13. Сетевое кодирование 

14. Оценка эффективности кодов 

15. Способы кодирования 

16. Метод четности 

17. Блоковые коды 

18. Коды CRC 

19. Коды БЧХ 

20. Коды Рида-Соломона 

21. Неравномерное кодирование 

22. Коды с памятью 

23. Коды без памяти 

24. История кодирования 

25. Штриховое кодирование 
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Тема 1.1 Грушпы
Практическое занятие Лil 1 Исследование группоидов

1 Теоретическая часть
Определение 1. Бинарной алгебраической операцией на множестве М

называется произвольное правило t которое любой упорядоченной паре
элементов из М сопоставляет вполне определенный элемент из М. Щругими
словами, бинарная алгебраическая операция rla М есть отображение множества trЕ
во множество М.

Определение 2. Непустое множество G с одной бинарной алгебраической
операцией * называется группоидом и обозначается в виде (G, *), или просто G,
если операция * известна из контекста.

Определение 3. Группоид (G, *), а также и его операция *, называются
ассоциативными и коммутативными, если соответственно выполняются равенства

(о* Ь) * с : а* (Ь*с), (1)

а*Ь:Ь*а, (2)

для любых элементов 4, Ь, с с G. Ассоциативный группоид называется
также полугруппой.

Определешие 4. Группоид (G, ) называется группой, если выполняются три

условия:
1) операция * ассоциативна, т. е. (G, *) 

- полугруппа,

2) в G есть нейтральный элемент ),, т. е. такой элемент, что

а* )": )., * а : а для лrобого а с G,

З) для любого элемента4 с Gв G сущестI]ует симметричный к нему
элемент Q', т.е. такой элемент, что 4 * а' : а' * а : 1,

2 Практическая часть
Задача Выяснить являются ли полугруппами (группами) группоиды
а) числовое множество N с операцией сложения;
Решенuе
1 Операция сложения на множестве натуральных чисел является
арифметической операцией, которая обладает свойством ассоциативности,
следовательно, группоид N с операцией сложения является полугруппой.
2 Щля того, чтобы выяснить является ли группоид N с операцией сложения
группой, согласно определения, необходимо проверить выполнение трех
условий.

1) Группоид N с операцией сложения является полугруппой (доказано
выше).

2) В группоиде N (множестве натурzLльных чисел) отсутствует
нейтральный элемент (нулевой элемент) для операции сложения:

0е//э, т.е. условие 2 не выполняется, т.е.группоид N с операцией сложения
не является группой.
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б) числовое множество Z с операцией сложения.
l Операция сложения на множестве целых чисел является арифметической
операцией, которая обладает свойством ассоциативности, следовательно,
групгrоид Z с операцией сложения является полугруппой.
2 Щля того, чтобы выяснить является ли группоид Z с операцией сложения
группой, согласно определеция, необходимо проверить выполнение трех
условий.

1) Группоид Z с операцией сложения является полугруппой (доказано
выше).

2) В группоиде Z (множестве натур€tльных чисел) есть нейтральный
элемент (нулевой элемент) относительно операции сложения:

0е Z э условие 2 выполняется;
3) Для любого элемента а € Z множестве целых чисел существует

противоположный ему элемент -а, т. е. такой элемент, что а +(- а) : (-а) * а:0
следовательно, условие 2 выполняется.

Таким образом, группоид Z с операцией сложения является группой.

3 Задания для самостоятельной работы
1. Выяснить являются ли группоидом:

а. числовое множество Г с операциями сложения (умножения, деления,
вычитания);

Ь, множество Q всех рационапьных чисел относительно операции взятия
среднего арифметического (среднего геометрического);

с. множество всех натур€Lльных чисел меньших (больших) заданного
числа n относительно операции сложения (умножения);

d. множество всех невырожденных матриц р€lзмером /lxl? относительно
операции сложения (умножения) матриц.

2. Выяснить являются ли полугруппами (группами) группоиды:
а. (G,+), (G, .), где G: {a/2k: acZ, kclr{6\

Ь. (G, .), где G : {], -]}
с. (G,+), (G, .), где G множество всех верхнетреугольных матриц

размером ихи
З. Щоказать, что группами являются:

а. Множество подстановок Кц : {е, (|,2),(З,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} с
операцией умножения

Ь. Множество положительных рациональных чисел относительно
операции умножения.
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Тема 1.3 Кольцо целых чисел
Занятие 2 Щелимость целых чисел. Нахождеllие НОЩ чисел

1 Теоретическая часть
Определение 1. Пусть е, Ь - целые числа. Говорят, что а кратно Ь, или а

делится на Ь, илиЬ делит а, если существует такое целое число с, что а: Ьс.

Определецие 2. Наибольшим общим делителем (НОД) целых чисел zl, &2,...,

d|al,a2,...,an, для любого dt е Z из условия dl|al,a2,...,an следует, что dl|d.

Таким образом, наибольшим общим делителем нескольких целых чисел является
такой их общий делитель, который делится на лIобой другой их общий делитель.

Определение 3. Разделить целое число 4 на целое число Ь с остатком - это
значит найти такие целые числа ч и г, которые удовлетворяIот условиям:

I)o:bq*r,
2) 0<r<|b|.

Числа q и r называются cooTI]eTcTBeHHo неполным частным и остатком от
деления анаЬ.

Теорема 2.Вслиа,Ь е ZиЬ#O,то анаЬ можноразделить состатком, при
этом неполное частное и остаток находятся однозначно.

Опишем €Lлгоритм Евклида для нахождения НОД двух чисел а, Ь, из
которых хотя бы одно отлично от 0. Пусть, например, Ь + 0. Тогда, р€вделив а на Ь
с остатком, получим: а: bqt * rt.

Если t1 : 0, то процесс булем считать законченным. В этом случае,
очевидно, (а, Ь) : lbl. Если жа f 1 # 0, то разделим Ь с остатком на 17. Получим
остаток rz. Если г2 : 0, то процесс считаем законченным. В противном случае
делим с остатком остаток г7 н4 tz. Будем продолжа,[ь этот процесс деJrения с
остатком до тех пор, пока не получим остаток, равный нулю. Такой момент
обязательно наступит, поскольку остатки неотрицательны и убывают:

|Ь|> rt; г2> .

Весь этот процесс деления чисел с остатком и н€вываIот zulгоритмом
Евклида. Символически его можно записать в следующем виде

a-bqr*11l
Ь: rtQz * T2t

rl:r2qз*Гзl

0<rt<lbl,
0(rz(11,
0 < rз {T2l (з)

Гrr_3 : Гzr,_2(п*1 * Гrr-1,

Тп*2: Гп_lQп * Гп,

Тп-l : ГпЧп*|.

0 ( гrr_r 1тп-2,
0(rrr(гп_1l

Прослеживая систему равенств (3) снизу Bl]epx, нетрудно заметить, что
ОсТаТок rп делит числа гп-], |п-2, ,.,, гl, Ь, а. Следовательно, rп - общиЙ делитель
чисел а, Ь, Если d - какоЙ-либо другоЙ их общий делитель, то, прослеживая
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систему (1) сверху вниз, получим d|r7, ,.. ,гп.Значит гп - наибольший общий
делитель чисел а, Ь.

Определение 4. I-{елые числа а, Ь назьtваются взаимно простыми, если их
неотрицательный НОД равен 1, т. е. (а, Ь) : I.

задача 1. найти наибольш"о 
^j,*Н:Т:::БТffilих 

чисел

а: |2З54; Ь: |84

Решенuе:

1 . Применим Еtлгоритм Евклида к числам а: |2З54; Ь : 184:

12354: 184*67 + 26

184:26*7+2
26:2* 13 + 0

Таким образом, получили, что наибольший делитель
о: (12З54,1841:2

Задача 2.Найти наибольший делитель d:(a,b/ следующих чисел

а:2З4; Ь:180
PeuleHue:

1. Применим ЕLлгоритм Евклида к числам а:234; Ь: 180

2З4:180*1 + 54

180:54*3 + 18

54: 18*3 + 0

Таким образом, получили, что найти наибольший делитель
о: (2З4, 180; : 13

Задача 3. Проверить являIотся ли числа а и Ь взаимно простыми.

a:l41;b:119
Peu,leHue

Воспользуемся определением: Щелые числа а и Ь взаимно простые, если их
неотрицательный НОД равен 1.

1. Применим €tлгоритм Евклида к числам а : |4|; Ь : l 19

141 : 119*| +22

119:22*5+9
22:9*2 + 4

9:4*2 + |

4: |*4 + 0
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Таким образом, получили, что найти наибольшийделитель d: (l41,119):1,
следовательно, числа I4l и 119 являrотся взаимцо простыми.

3 Задания для самостоятельrrой работы
Задание 1

Найти наибольший делитель d:(a,b) чисел
а) |64и 94 б)З2| и 72 в) 474и|47 г) 522и2З|
д) 2|З4и542 е)2IЗ7 и|2|| ж) 12105 и |625

Задаllие 2

Проверить являются ли числа а и Ь взаимно простыми.
а) 17З и 4| б) 45З и 94 в) 873 и447 г) 541' и267
д) ба3 и7|2 е)З456и|421 ж) ||6|4 и 1191
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Занятие 3 Применение полного алгоритма Евклида.
Нахождение НОК чисел

1 Теоретическая часть
Теорема 1. Пусть (З) есть результат применения апгоритма Евклида к

числам а,Ь . Тогда
г7 : aLl| * bvb k : 1,.,.,п,

гда uь vt - целые числа определяемые рекуррентными формулами
Иk:Иk-2 - Uк-tQь Vk: V t-z - Vt -tQк

и начЕLПЬНыми Условиями и0:0, V0:I, Ut:I, Vt: -Qt

Определение 5. Наименьшим общим кратным (НОК) целых чисел al,a2,.,,,cln
при п ) 2 называется любое целое число m,удовлетворяющее условиям:

al,a2,..,,an |f,И,

для любого ли1 с Zиз условия cl],a2,.,.,anlmt следует, что m|m1.

Теорема 2.Если а, Ь - отличные от нуля целые числа и (а, Ь) : d,To число
m : ab/d есть их Нок.

2 Практическая часть

Задача 1. Найти наибольший делитель d:(a,b) и наименьшее общее кратное
m:[a,bJ целых чисел а,Ь с помощью алгоритма Евклида, а также целые
числа u,v, удовлетворяющие условию аu -| Ьч : d.

a:T2103;b:1425
Реu.ленuе:

1. Применим .tлгоритм Евклида к числам а: I2I03; Ь : 1425:

l2l0з: 1425*8 + 703

1425 :703*2 + |9

703:19*37+0
Таким образом, получили, что найти наибольший делитель

о: (|2103, 1425): 19

2 Найдем наименьшее общее кратное m:[12|0З, |425] по формуле
аЬm- -:d,

m : 1210З * 1425 :907725
19

3 Щля нахождения целых чисел u,v, удовлетворяющие условию аu + bv : d,

воспользуемся теоремой 1. Неполные частные от деления Qк определены в

процессе применения ztлгоритма Евклида (п. 1).

Весь процесс вычисления удобно записать в таблицы:
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k 0 1 2

Qt. 8 2

Цк 0 1
,'

У1 1 -8 l7
Ц2:ИO-utЧt:0-I*2:-2
У2 : У0 - ytQt : 1- (8)*2 : ]7

Таким образом, I,t : ц2i у : v2i u : -2; у : ]7

4 Проверим,

l2103*(-2) + 1425* |7 : -24206+24225: 19 : d

3 Зада1,1ия для самостоятельшой работы

Задание 1

С помощью Еtлгоритма Евклида найти целые числа ц,у, удовлетворяющие
усJIовию аu * Ьч: d.

а) 1814 и l94
д) 2З46и642

б) З26 и 78 в) |472 и L44 г) 528 и |З2
е)122З7 и|2|2 ж) 15105 и ||25

Задание 2
Найти наименьшее общее кратное и:[а,Ь/ целых чисел

а) |72и 86 б)452и 94 в) 776и248 г) 548 и262
д) 2З4 и 646 е) 2435 и lЗ25 ж) 1 1704 и 1 128
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Тема 1.4 Кольца вычетов
Заllятие 4 Исследование систем вычетов. Нахождение остатка от

деления больrrrих чисел

определение 1. щва ".rJ:;:;ТТЖr#""r" внu.цлы^4ll по л,tоdулю ш,
если они при делении на m дают одинаковые остатки.

Обозначение а = Ь (mod m).
Теорема 1. Сравнение целых чисел по модулю m обладают следующими

свойствами для любых а, Ь, с, de Z:
1) a:a(mod и),
2) a=b(mod m), эЬ:а(mоd и),
3) a=b(mod и),Ь:с(mоd m) эа:с(mоd m),
4) а = b(mod m) э m|a-b <э a:b+ml прu некоmороtw t е Z ,

5) а=Ь, c:d(mod m) эа+ с=Ь+ d(mod m), ac=bd(mod и),
(-. е. сравненuя л4о)tсно почленно склаdьtваmь, вычlлmаmь u переJчtноuсаmь),

6) если d есть общий делитель числа а, Ь, m, то a:b(mod
, а Ь -mm)ё j=;(лоО,),
7) если числа а, Ь делятся на числа d u d взаимно просто Q ш, то

a=b(mod m)е О 
= 

Дl-о d m) ., d d,
Множество целых чисел разбивается на непересекающиеся классы

СРаВнимых по модулю m чисел. Так как рzlзличные остатки при делении на m
исчерпываются числами

0,],2,,,.,ш- ],
то получим m классов:

[0J", []J,, [2J,, [m- lJn, (4)

Определение 2. Совокупность чисел, взятых по одному из каждого класса
вычетов по модулю ш, называется полной системой вычетов по модулю и.

Классы (4) называIотся классами вычетов, а их элементы вычетами по
модулю rm.

Определение 3. Совокупность чисел, взятых по одному из каждого класса
вычетов по модулю ш, называется полной системой вычетов по модулю и.

ОпределеIIие 4. Класс вычетов по модулю и, состоящий из чисел, взаимно
простых с m) называется классом, взаимно простым с модулем /и.

Определение 5. Совокупность чисел, взятых по одному из всех классов,
взаимно простых с модулем ш, называIотся приведенной системой вычетов по
модулю ,tl.

Число классов, взаимно простых с модулем m) обозначают р(m), а

функциrор, сопоставляющую числу m число Q(m),, н€lзывают функцией Эйлера.

р(m) есть число натуральных чисел, не превосходящих m и взаимно простьIх с m.

FIапример, р(1) : |, Q(2): 1, р (8) :4
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Очевидно, что для простого числа р имеем еФ) - р - 1. Общее: p(pk): pk -

рО-' пр" любом натур€rльном fr.

Если число m имеет каноническое рЕвложение
m - р|' .,.poi,

то

р(m)= m(\_llc,-al .t, _' )
Pl Pz Р.,

Теорема Эйлера. Если числа а и m взаимно просты, то

оW(m) : l(mоdи) (*)

Если m: р - простое число, то, р(р)= р-|, и сравнение (*) в этом случае
принимается вид:

ар- 1 : l1modp).

Это свойство чисел н€вывают малой теоремой Ферма.

2 Практическая часть
Задача 1. Определить в множестве А элементы сравнимые с числом б по модулю

4 , если А: {З ,7 ,9, 1 0, 1 2 ,З | ,29 ,24 ,20 ,|7 ,| ,26}

PeuleHue:
1. Найдем остатки от деления числа б на модуль 4

6=2(mod4).
2. Найдем остатки от деления элементов множества А на модуль 4

3 = З (mod Ц;7 = 3 (mod 4);9 = 1 (moda); 10 = 2 (mod Ф; 12= 0 (mod 4);

3l =3 (mod 4);29 = l (mod \;2а = 0 (mod ф;20 =0 (mod Ц;|7 = 1 (mod4);

1= 1(mod Ц;26 =2 (mod4)

3. Проанализируем полученные результаты и выберем те элементы множества
А, которые имеют тот же остаток от деления на модуль 4, который
получился в п.1.

L0=2 (mod \;26 =2 (mod4)

Таким образом, получаем

6 = l0 (mod 4);6 = 26 (mod 4)

Задача 2. Определить функцию Эйлера для числа24.

Решенuе.
1 найдем каноничесКОе РаЗЛОЖеН"|o"!"ff: 

r,*,
2 Найдем функцию Эйлера, используя приведенную формулу.

9Q4) = 24*tr -}xr - Jl = rо- :-| = в.
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Таким образом, функция Эйлера для числа lTl : 24 равна ср(24) =В.

Задача 3. Найти остаток от деления числа 1З162 на число 17.

Решенuе.
1. Найдем НОД чисел а : 13 и m: |7 .

d: (u, m): (13, 17): I,
таким образом, числа 13 и 17 взаимно простые.
2. Так как (13,17) : | и 17 простое число,то cp(|1):16, применяя теорему
Эйлера, получим

13lб: l (mоd 17).

Отсюда следует, что
13tOz: (13lb;t0. 13z = lЗ2= (4)' = 16 (mod 17).

Искомый остаток равен 1б.

Задача 4. Определить принадлежат ли следующие числа заданного множества А
: 

{ 3 , |З ,25 ,З7 ,49 ,6| ,7 1 } полной системе вычетов по модулю 7.

Peu,teHue.

Воспользуемся определением: Совокупность чисел, взятых по одному из каждого
класса вычетов по модулю ffi, называется полной системой вычетов по модулю m.
1. Найдем остатки от деления элементов множества А на модуль 7
3 =З (mod 7); lЗ = 6 (mod 7);25 = 4 (mod 7);37 =2 (mod 7); а9 = 0 (mod 7);
61 = 5 (mod 7);7| = 1 (mod 7)
2. Проанализируем полученные результаты: так как в множестве А
присутствует совокупность чисел, взятых по одному из каждого класса вычетов
по модулю m (все остатки разные от 0 до б), то данные числа принадлежат полной
системе вычетов по модулю 7.

3 Задания для самостоятельной работы

Задание 1 Определить функцию Эйлерадля числаm
а) 41 б) 453 в) 94 г) 54l д) 642 е) |422 ж) 91

Задание 2Наiцти остаток от деления:
u) 5"'на число 13 б) 7lЗs на число 11 в) 11251 на число 13

г) 132lб на число 17 д) 15l'l3 начисло 13 ")7"'на 
число 19

Задание 3Определить принадлежат ли следующие числа заданного множества Д

полной системе вычетов по модулю m.

а) {0,|6,28,З8,49,60,70,50,93} по модулю 9

б) { 1 6,26,ЗЗ,47,60,55} по модулю 6

в) {66,25,З7,48,64,79,54,9} по модулю 8

г) {67,28,37,48,68,76,45} по модулю 7
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Зашятие 5 Решение сравнепий первой стеIIеци с одIIим IIеизвестIIым

1 Теоретическая часть
Пусть

anxn + an_x'-' +.... + аrх' + со = 0(mod и) (5)

есть сравнения, в котором ag,a1,....,a,,CZ.

Определение 6. Решением сравнения (5) называют любое целое чисJIо, при
подстановке которого вместе х сравнения (5) превращается в верное сравнение
целых чисел. Сравнения с неизвестным х называют равносильными, если они

умеют одно и то же множество решений.
Замечания:
1) из свойства 5 сравнений легко следует, что при замене в сравнении (5)

любого из коэффициентов 4i сравнимым с ним по модулло m числом получится

сравнение, равносильное сравнецию (5). Следовательно, не теряя общности,
можно считать, что

о 1о, 1m,i =0,....,п.

2) Если некоторое целое число х1 есть решение сравнения (5), и

,r = хz(mоdи), то .r2 так же есть решение сравнений (5). Иначе говоря, если целое
число .r2 также есть решение сравI{ений (5). Иначе говоря, если целое число Jr|

удовлетворяет сравнениrо (5), то ему удовлетворяIот и все числа класса [хl]m. В
связи с этим весь этот класс н€tзывают одним решением по модулю ш, n число

различных классов целых чисел, удовлетворяющих сравнению (5), числом

решений по модулю m.
З) Если ли: l7l1lпz и (mt, mr) :1, то из свойств делимости целых чисел

следует, что m|с в том и только том случ&а,ког!олиi|с, i: ],2. СледоI]ательно, l}

этом случае сравнение (5) равносильно системе сравнений
а,,х' + an_|X'-| +.... + аrх' + ао = O(mod m,,), i =|,2,

Этот факт с учетом наличия канонического разложения числа m сводит

решение сравнений к решению сравнений по примарным модулям.
Замечания l) - 2) позволяют при небольших m найти все решения

сравнения путем непосредственной цроверки, например, подстановкой вместо х
чисел любой полной системы вычетов гIо модулю m. Однако при большом m
такой метод решения не реален, и возникает задача нахождения более

рацион€Lльных методов. В общем случае эта задача сложная. Здесь мы рассмотрим
лишь сравнения |-й степеней,

Любое сравнения l-й степени можно записать в виде
ах =b(mod m), (6)
где а, Ьс Z и m не делит 4.
Теорема 1. Сравнение (6) разрешимо тогда и только тогда, когда (а, m) :d и

d|b. При выполнении последнего условия сравнение (6) имеет равно d решений по
модулю m.

Следствие. Если целые числа а, m взаимно просты, то сравнение (6) имее,г
единственное решение по модулю m.
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2 Практическая часть
Задача: Решить сравнение.

729х = 33 (mod З21)

PeuleHue.
l. Упростим сравнение, заменив в нем коэффициент 729 остжком от

деления наЗ21. Получим сравнение
87х= 33 (mod з2|).

2. Проверим условие разрешимости:
Найдем НОД 87 и З21 по алгоритму Евклида.

32|:87*3 + 60
87:60*|+27
60 :27*2 + 6
27 :6*4 + З
6: З*2 + 0.

Таким образом, (З21,87): З, кроме этого свободный член 33|3,
следовательно, сравнение разрешимо и имеет 3 решения по модулю 321.

З. Воспользовавшись свойствами сравнения, исходное сравнение
заменим эквивЕUIентным 

l

которое имеет единственное r"iЗ; l'o'}"^ii3'io r, решим его.

Применим €lлгоритм Евклида к числам |07 и29
107:29*3+20
29:20*1 +9
20 :9*2 + 2

9:2*4 + |

2: I*2 + 0.
Получим последний неравный нулю остаток гц : ] и систему неполных

частных чt : 3, qz: 1, Qз:2, Qц:4.По ним, воспользовавшись рекуррентноЙ
формулой

Yk:Yk-2-Vk-tqh
наЙдем число у: v4э при котором 107u -| 29ч : 1.

Весь процесс вычисления удобно записать в виде таблице

Теперь можно записать решение сравнениях : 48* I ] : 528 = ]00(mоd 107)

Или решения исходного сравнения будут равны:
xt= 100(mod 32I), xz= 207(mod 321), хз= 314(mod 321),

k 0 1 2 J 4

QK
a
J 1 2 4

У1, 1
a

-J 4 -l1 48
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3 Задания для самостоятельrrой рабо,гы
Задаltия
Выяснить какие из сравнений имеlот решения и решить их:

а) Зх:5(mоd19) б) 5х : l2(mod26) в) 8х = 7(mod14) г) 18х = l5(mod69)

д) 285х :5l(mod363) е) 22З7х = l00(mod102l) ж) 12103х = З85(mоd|425)
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Тема 1.5 Кольцо многочлецов
Заllятие б Нахождение НОД и НОК многочленов

определение 1. пусть Lёi,*чiёiТБ;;;;""",. многочлены из p[x;.
Говорят, что многочлен а(х) краmен многочлену Ь(х) или делится на многочлен
Ь(х), если в P[xJ существует многочлен q(х),удовлетворяющий условию

а(х ): Ь(х) q(x),
обозначения:

Ь(х)| а(х ) - Ь(х) делит а(х),
ЬВ){ а(х ) - Ь(х) не делит а(х),

Теорема l. lля любьш Jчtноlочленов а(х ), Ь(х ), с(х ) с P[*J utwеюm л4есmо
слеdуюu4uе свойсmва dелuлло сmu :

|) а(х) l Ь(r) э rt , а(х)| 12 , Ь(х) прu любьlх г1, г2 сР\{0},
l Ь(r), Ь (*) l с(х) э а(х) | с(х),

l Ь(*), аФ) l с(х) э а@) l Ь(х)+ с(х),

l Ь(r) э а(х) | Ь(х) с(х),

l Ь(*), а6) I с(х) э а(х) ( Ь(х) + с(х),5) а(х)
6), l а@), r, а(х) l о(*) прu любом r с Р\{0},
7) а(х) l Ь(r), Ь(") l а@) эЗ'r с Р\{0}: Ь(х): r.a(x)

Определение 2. Пусть а(х), Ь(r) - любые многочлены из кольца P[rJ.
Говорят, что а(х) dелumся с осmаmкол4 на Ь(х), если существуют такие
многочленьl q(x), r(x) с P[xJ , что выполняются условия:

1 ) а(х) :Ь (х) q (х) +r(x),
2) deg r (х) < deg Ь(х).

При этом многочленьт q(x) и r(x) н€вываются соответственно неполным
частным и остатком от деления находятся однозначно.

Теорема 2. Еслu а(х), Ь(х) - л4но?очленьt Had полеful Р u Ь(х )t'1, оm а(х)
л4оэtсно разdелumь с осmаmкол4 на Ь(х), прu эmол4 неполное часmное u осmаmок оm
d еленuя нахо dяmся о dнозначно,

Определение 3. Пусть at(x), ... а"(х) -многочлены над полем Р, где n>1.
Наuбольultьм обulшп dелumелелl (НОД) многочленов аl(х), ... а,(х) н€вывается
любой многочлен d(x), который удовлетворяет двум условиям:

l) d(x) | о,(*), ..., d(*) l о,("),
2) если dt (х) l о,(*), ..., dt 6) | а,(х),то d1 @ | d (х).

1. Если все многочлены at(x),... а"(х) равны нулю, то для них существует
единственный НОД, который равен нулю.

2.Если исходные многочлены не равны нулю, то для них существуют НОЛ,
и все они исчерпываются многочленами вида rd(x), где r с Р\{0}. Среди них

(*)

в)
(х)

2)о
З)о
4)о
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существует единственный унитарный многочлен. В д€tльнейшем через
(at(x), о,(r)) булем обозначать нулевой НОЩ, если at(x) : : an(x):0, и

унитарный НОЛ в противном случае.
З. Нахождение НОД любого числа многочленов своди,гся к нахождениIо

НОД двух многочленов с помощью формулы
(at(x), az(x), ... а"(х)): ((al(x), az(x)), ... а"(х)).

4. НОД двух многочленов находится с помощью апгоритма Евклида.

Алгоритм Евклида для многочленов а(х) и Ь(х)при Ь(х)*0 состоит в

следующем.

Щелят с остатком: многочлен а(х) на Ь(х).Если полученный остаток ,t (*)

равен нулю, то процесс окончец, и НОД, очевидно, является многочлен Ь(х). В
противном случае Ь(х) делят на полученный остаток ,,(х), затем ,,(r) - на остаток
rz (х) от деления Ь(х) на rl(x), и т.д., пока не получат остаток, равный нулю. Весь
этот процесс можно записать следующим образом:

(х): Ь(х) Qt (х)+ ,, (*),

Ь(х): rt (х) qz(x)+ r, (r),
,, (r): r, (*) Qz(х)+ ", 

("),

,п_з (*): гп-2 (х) q,-l(x)+ rп-t (х),

,,_, (*): |п-l (*) q" (х)+ r" (х),

Теорема 3. ]) Послеdнuй оmлuчньtй оm нуля осmаmок ," (r) в алzорumме
Евклudа, прuJwененнол4 к л4ноzочленалl а(х) и Ь(*)*О uз кольца P[xJ, являеmся
наuбольu,tши обu4uлt dелumелем л4но?очленов а(х), Ь(х).

3) Мноеочлен d(") uз кольца P[*J являеmся наuбольu,tuл,t объцuл,t

dелumелелц ]иноzочленов а(х), Ь(*) в mоlи u mолько в mом случQе, Kozda
d(x):crn(x),zde ссР u с#0,

Из алгоритма Евклида, как и в кольце Z, легко получается
Следствие. Еслu а(х), b(x)eP[xJ u d(x) есmь НОД лlноzочленов а(х), Ь(х),mо

сущесmвуюm Jиноlочленьl u(х), v(x) eP[xJ mакuе чmо
d(r) : а(х) u(х) + Ь (x)v (х),

Определение 4. Многочлены о,(*), az(x), q"(х) называIот взаuл4но
просmьlл4u, если (а t(x), оr(") , . . . a,(x)):l.

Приведем простейшие свойства взаимно простых многочленов.

Теорема 4. Для любых лlноеочленов а(х), Ь(*), с(х)
уmверuсdенLlя:

l) (а(х), Ь(х)):1 э суu4есmвуюm u(x), v(x) cP[xJ:
a(x)u(x)+b(x)v(x): l ,

uJvlеlоm месmо
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2) (а(х), b(x)):l, (а(*), с(х)):1э (а(х),Ь(х) c(x)):I,
3) а(х) l Ь(r) с(х), (а(х), Ь(х)):Iэа(х)l 

"6),
4) (а(х), b(x)):d(x)t'0+( О,41]=,,

\d(x) d(x) )
5) еслu a(i l с(х), Ь(х) | "(") 

u (а(х), Ь(")):1, mо a(x)b(x)lc("),
б) еслu (а(х), b(x)):I u аl(х) l о(*), bt(x) | Ь(х),mо (at(x), Ьl(х)):1
7) еслu (о(*), Ь(х)):1 u m, п любьtе наmуральньtе чltсла,
(а(х)', Ь(х)'):1.

mо

Определецие 5. Наuбольu,tulи обu4uлt краmныл4 (НОК) многочленов
at(x), az(x), ... an(x), n>l над полем Р называется любой многочлен m(х) из P[xJ,
удовлетворяющий условиям :

I) аl(х) l -(*), az(x) l m(r), ... а,(х) l *0);
2) если m'(х) cP[xJ и аl(х)|.'(*), оr(") l .'@),.,., an(x) l -'6), то m(х)| *'(*).

Щля нахождения НОК двух многочленов можно воспользоваться его связью
с НОД этих многочленов. Если а(х), Ь(х) - ненулевые многочлены над полем Р и
d(*): (о("), Ь(")),то а(х) b(x)/d(x) есть НОК многочленов а(х), Ь(х).

2 Практическая часть
Задача Найти НОД и НОК многочленов а(х), Ь(х) над полем Р

а(х) : х5 + ха - 2х3 -х2 + 2х - I, Ь(х) : х4 - 2х2 + х

PeuleHue.

1 Разделим ((уголком) многочлены а(х ) на Ь(х),

_xJ+xa-2l -х2+2х-]
x5-2l +i

xa-2l+2x-I
ха-2х2+х

х- ]

ха-2х2+х
х+ ]

2 Остаток rl @ - х - 1 отличен от нуля, поэтому продолжим деление:

разделим (уголком> многоч лен Ь(х) на остаток r 1 (х)
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_x4-2l+x
ха -l
_t-2l+x

х3 -l

х- ]

хз+i-х

-l+x
-l+x

0

3 Остаток г2 В) : 0, следовательно, предыдущий остаток
, t (*) - х -./ является НОЩ исходных многочленов а(х) и Ь(х), т.е.

d:(a(x),b(*)):x-1.
4 Щля нахождения НОК двух многочленов воспользуемся формулой

la@ ), Ь(х)1: aft) b(x)/d(x), zde d(x): (о("), Ь(*))

t--5 *"4 -2х3 -х2 +2х-|)(х3 +х2 - х) _х8 + 2х7 _2хб _4х5 +зха + 2хз _зх2 +хlа@ ), Ь(ц7: =

Таким образом,

[а(х ), Ь(*)): Jr8 + 2х1 -2хб -4х5 +Зхо +2х' -зх2 + х

3 Задания для самостоятельlrой работы

Задание. Найти НОД и НОК многочленов а(х), Ь(х) над полем Р
а) а(х) : l + ха - 2l -l + 2х_ ], ь(*) : ха _ 2l + х
б) а(х) : i2 - 3х * ý, ь(х) : зх _ ]
в)а(х):х4 +t -3l -бх-3,Ь(х):l+ 2l + 2х+ ]
z) а(х) : 2l - 3х *5, Ь(х) : х - t
d) а(х) : х4 + х3 - 4l +5, ь(х) : i3 _l _ 2х + 2

е) а(х) - хб tx5,+ xJ+ х - 2, Ь(*) : х5 * х4 + xJ + х2 + 1
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Занятие 7 НахождеIIие корllей мпогочленов по схеме Горпера

1 Теоретическая часть

Пусть
_f(*) : a,oxn + an-lxn-l* ... * арlаg

- многочлен над кольцом Л.
Определение 6. Элемент r кольца R называется корнелl многочлена

f(x)rR[xJ, если значение многочленаf(х) при х : r равно нулю.
Короче: r - кореньЛх), еслиf(r) :0.

Теорема 5 (Безу). Значение многочлена f(x) над полем Р при х : а равно
остатку от деления многочленаf(х) на многочлен х-а.

Следствие 1. Элемент а поля Р является корнем многочленаf(х)СРlх/ тогда
и только тогда, когдаf(х) делится на многочлен х-а.

Следствпе 2. Многочленf(х) степени п над полем Р может иметь в поле Р
не более и различных корней.

Ввиду следствия 1 из теоремы Безу особый смысл приобретает задача
деления многочлена на двучлен вида х-с. Это деление можно осуществить
несколько проще, чем шаблонным делением ((уголком). Пусть требуется
разделить с остатком многочленf(х) : айП * an-txn'l * * ар*а6lстепени п>]
надвучленЬ(х): b(x)g(x) + r, где g(x):b"-txn-| + bn-zxn-2 +... * Ьй + Ьо-частное,
r - остаток от деления. Отсюда, приравнивая коэффициенты при одинаковых
степенях х в многоwrcнахf(х) и b(x)g(x) + r, получим систему равенств:

bn-1 : Qп, bn_2 : Сlп_l * Cbn_t,

Ьп-з: ап_2 * Cbn_2, . . . , Ь9: at * СЬ1, r: аg* сЬ6.

Исходные данные и результаты вычислений обычно записывают в таблицу,
KoTopylo называют схелtой Горнера по имени английского математика В.Д.
Горнера (1786 - 1837) (несмотря на то, что в действительности она была известна
задолго до Горнера).

Теорема б. Если несократимая дробь p/g является корнем многочленаf(х)+0
с целыми коэффициентами, то р является делителем свободного члена
многочленаf(х), а g - делителем его старшего коэффициента.

2 Практическая часть
Задача 1. Разделить с остатком многочленlх) : 2х5 - ]3ха + 15l - 7х + 5

на х-6.

6 12 -6
'1 l1x1-79rl

PeuleHue.
Схема Горнера имеет следующий вид:

|zl-tз|оlts|-lIsl
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Ответ: частное g(x):2xa-f-61-2]x-]33, остаток r: -793. Отсюда на основании
следствия 1 из теоремы Безу видно, в частности, что б не является корнем
многочленаf(х).

Задача 2.Найти все рациональные корни многочлена

.f(r):2l + ха + l - 5t- зх + 4.

PeuleHue.

Из теоремы 2 следует, что рациональными корнями этого многочлена моryт быть
лишь числа

+|, +2,+4, 1t-
z

Щалее проведем непосредствеtIную проверку по схеме Горнера:

2 1 1 5
a-J 4

1 2

2

з 4 l -4 0

Остаток r : 0. Отсюда на основании следствия 1 из теоремы Безу видно, в

частности, что 1 является корнем многочленаf(х),

1 1 -5 -з l+-lt' lffi4гп
Остаток г : 0, следовательно, -./ является корнем многочленаf(х).

|z|tIt|-s|-з|цl

Остаток r: 66. Отсюда на основании следствия 1 из теоремы Безу видно, что 2 не
является корнем многочлена f(x),

2 2 5 11 |7lзtlооl

-2

Остаток r: -l8, следовательно, -2 не является корнем многочленаf(х)

lzI t I t |-s|_з|цl4|z Ig lзl It+з|sоgtr280l
Остаток r:2280, следовательно, 4 не является корнем многочленаf(х)

lz|tItl-s|-з|цl
-4 2 -7

|z|tIt|-s|-з|цl
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Остаток r: -1920, следовательно, -4 не является корнем многочленаf(х).

IzItlt1-5|-з|цl
2 2 2 -4 -5

OcTaToKr:f." l

2 ледовательно, i "" 
является корнем многочленаf(х)

1

2

2 1l1 5
а-J 4

1 0
2

R

остаток r: 4 , следовательно, -- не является корнем многочленаf(х)
8 2

Таким образом, убеждаемся, что в действительности рациона_пьными корнями
являются лишь числа

Xt : ], Xz: -].

Задача 3. Разложить на множители многочлен хз -5х2 -2х-| 16 над полем

Решенuе.

Щанный многочлен имеет целые коэффициенты. Если целое число является
корнем этого многочлена, то оно является делителем числа 16 (теорема 2). Таким
образом, если у данного многочлена есть целые корни, то это моryт быть только
числа +|; +2; +4; +8; +16. Непосредственной проверкой убеждаемся, что число 2
ЯВЛяеТся корнем Этого многочлена, то есть х3 -5х2-2х* 16:(х-2)О(х), гдеО(х)-
многочлен второй степени. Следовательно, многочлен р€влагается на множители,
один из которых(r-2). Для поиска вида многочленаа(х)воспользуемся так
называемоЙ схемой Горнера.

l

It2 |t |-з |-в |о l

-5 |-z lto

Полученные числа 1, -3, -8 являются коэффициентами многочлена, который
получается при делении исходного многочлена н?х - 2. Значит

хЗ - 5х2 - 2х + 16 : (х - 2)(х2- 3х - 8).

Корни многочлена второй степени ищутся по формуле

Ь' - 4ас

В данном случае:
з +JП з-Jп

а. _ 

- 

', v
^l-шл1-,22

Xt,z
_bt

2а

lз llтl

|, I
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окончательно

ответ

("-2)

*З-5*2-2х*16=(х_r)[" LЩ, Jr *Д, 
]

("€[ =д,)

3 Задаrrия для самостоятельпой работы

Задание 1. Разделить многочлен f (х) на двучлен с остатком, используя схему
Горнера:

,) f В) :3ха -5l + 3х- ] на х-2
б)f B):2f - зl + 5х-14 нах-3

Задание 2.Найти все рацион€шьные корни многочленов:

")fB):6x5 
+ 7ха + 5l + 5l-x-2;

б) fв) : х4 + 31- 4;
в)fВ):31 -2t-7х+б

Задание 3. Разложить на множители многочлен

а)ха+5х3_7х2_5х+6,
б)5ха *зхЗ +2х2 + 5х+ 1

Задание 4. Методом перебора с использованием схемы Горнера найти все корни
многочлена а(х) над полем Р и разложить а(х) на множители
а) а(х): хб + f+ 2х4 + 3l + 2l + 2х +].
б) а(х): х5+ 5ха + xJ + бt' + бх +4
В) а(х): х1 _ I5x2_ ]0х +24

Задание 5. Элемент а поля Р называется k-кратным корнем многочлена a(x)cP[xJ
при k>0, если а(х) делится на ("-о)О и не делится на ("-о)О*'. При этом
1-кратные корни нiвываются простыми корнями. Найти все корци и
их кратность для многочленов:
а) fB): х7 +4хб + 4f+ 2ха + 4l + 3l + 3х +4над полем Р : Z/5;
б) а(х): 4хб+ 24х5 + 29х4 -37х3 - 34l + 39х -9 надполем Р : Q,
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Тема 2.2 Кодирование источников сообщений
Занятие 8 Кодирование информации по методу Хаффмана

l Теоретическая часть
Код Хаффмана (Huf,fman code) это минимчtльно-избыточный префиксный коде

(minimum-redundancy рrеfiх code).
Идея, лежащая в основе кода Хаффмана, достаточно проста. Вместо того

чтобы кодировать все символы одинаковым числом бит (как это сделано, например,
в ASCII кодировке, где на каждый символ отводится ровно по 8 бит), будем
кодировать символы, которые встречаются чаще, меньшим числом бит, чем те,
которые встречаются реже.

Первым такой ЕLлгоритм опубликовал Щэвид Хаффман (David Huffman) в
1952 году. Алгоритм Хаффмана двухпроходный. На первом проходе строится
частотный словарь и генерируются коды. На втором проходе происходит
непосредственно кодирование

Кодирование Хаффмана является простым алгоритмом для построения кодов
переменной длины, имеющих минимztльную среднюю длину. Этот весьма
популярный алгоритм служит основой многих компьютерньtх программ сжатия
текстовой и графической информации. Некоторые из них используют
непосредственно €tлгоритм Хаффмана, а другие берут его в качестве одной из
ступеней многоуровневого процесса сжатия. Метод Алгоритм начинает строить
кодовое дерево снизу вверх, затем скользит вниз по дереву, чтобы построить каждый
иFIдивидуальный код справа нЕLлево (от самого младшего бита к самому старшему).
Начиная с работ Щ.Хаффмана 1952 года, этот €tпгоритм являлся предметом многих
исследований.

2 Практическая часть
Задача 1. Пусть алфавит состоит из 5-ти букв, с вероятностями вхождения в

кодируемое сообщение равными

о а с в л

0.3з 0.2з 0.17 0.14 0.lз

Peu.leHue.

Последовательность расположения букв в списке в порядке убывания
вероятностей. Начало €шгоритма заключается в объединении двух букв, имеющих
минимzшьные вероятности, т.е. двух последних в нашем списке. Удаляем их из

алфавита, а вместо них вставляем в алфавит слово вл с приписанной ему
вероятностью, равной сумме вероятностей входящей в него бУкв. СнОва

ранжируем полученное по убыванию вероятностей.

о вл а с

0.33 0.27 0.2з 0.17
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Удаляем две последние (имеющие минимаJ]ьные вероятности) буквы из списка, а

вместо них вставляем в него слово ас с приписанной ему веро"rrrостою 0.4,

ас о вл

0.4 0.33 0.27

В полученном списке объединяем о и вл:

овл ас

0.6 0.4

Последним шагом объединяем двухбуквенное и трехбуквенное слова в одно
единое овлас с приписанной ему вероятностью 1.

схематично:
о о"gз

Д о.zз

С o.rz

В o.r4

А о.lз

о о.зз

Вл o,zz

Д о.аэ

С o.rT

АС о.о

0 о.зз

Вл o.zT

OBlL о.о

АС о,q
- ГОВЛАС t,

-J-

Эту схему сокращенно записываем в виде дерева:

()влАс

о
в
л
А
с

1

о
в
л
А
с

Теперь начинаем двигаться по этому дереву в обратном направлении - от корня
(пятибуквенного слова) к листьям (буквам). При прохождении каждого узла
верхнюю ветвь нумеруем 0, а нижнюю * 1:

овлАс

в льтате

о
1

о

1

лист дерева оказывается пронумерован :

о в л а с

00 010 011 10 11

/
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3 Задания для самостоятельной работы

Задапие 1. Закодировать с помощью кода Хаффмана алфавит из 10 букв с
вероятностями вхождения в кодируемое сообщение равными

Задашие 2.
Закодировать с помощью кода Хаффмана следующее сообщение
а) ааабббвввааагггггббвввд дддаааry'
б) ппппрлллууууррррааааалллуууупппаааууурпп ;

в) кккнннииииккнн ддддиииккко ооннн

Е и л в д к з Б г }к
0,2i 1 0,207 |,\7з 0,099 0,084 0,082 0,041 0,038 0,037 0,028
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Занятие 9 Кодирование иlrформации по методу Хемминга

1 Теоретическая часть
При передаче информации могут возникать ошибки, обусловленные

воздействием различных факторов. В этом случае для повышения достоI]ерности
передачи информации используют специ€Lльные коды.

Различают коды, обнаруживающие ошибки, и корректируIощие коды,
позволяющие обнаруживать место, где произошла ошибка, и исправлять ее.

Простейшим способом обнаружения ошибок является проверка на четность. В
этом случае к битам передаваемого или хранимого М-разрядного слова
добавляется еще один бит 

- 
бит четности, значение которого подбирается таким

образом, чтобы среди получившихся N разрядов (IV:M+ 1) обязательно было
четное число единиц. Такой избыточный код позволяет лишь констатировать

факт н€Llrичия ошибки в слове даже без указания места, где она произошла.
Принцип построения корректирующих кодов заключается в том, что к

каждому хранимому или передаваемому М-разрядному слову добавляют К битов
с соответствующим их расположением среди битов М-разрядного слова.
Подобные N-разрядные коды (N:M+K) были впервые рассмотрены в 1948 г. Р.
Хеммингом и с тех пор обычно называются кодами Хемминга (N,M)

2 Практическая часть
Рассмотрим принцип построения кода Хемминга для 16-разрядных данных

(М: 16), исправляющего все одиночные ошибки.
Сначала определим необходимое число проверочных разрядов К [K:N-MJ

из соотношения:

2^-,M-l>N.

Откула для М: l б находим N:21 и К:5.
Верхние границы Ми N для различных Кпредставлены в таблице 3.

Таблица 3

к 1 2 з 4 J 6 7 8 а l0

м 0 1 4 11 26 57 |20 247 502 1013

N l з 7 l5 з1 бз |27 255 51l 102з

Щалее все биты N-разрядного слова нумеруются слева направо начиная с 1,

При Этом все биты, номера которых равны степени числа 2, являtотся битами
Четности, а остапьные 

- 
информационными. Полученный таким образом код

Хемминга для 16-разрядного слова данных представлен на рисунке 8.

Нрtерачля битов кода Хеrtминга для l6-разрялlltlго слова данных
19 20 2l2 з 4 5 6 7 8 9 l0 ll 12 lз 14 15 lб

15 14 lз 2 |I l09 8 7 6 5 2l0
НРrерачllя ннформачионных бltтов l6-разрялного слова даtlных

Рисунок 8 - Код Хемминга для 16-разрядного слова данных
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В |,2,4,8 и 16 разрядах данного кода располагаются биты четности, &в
разрядах З, 5, 6, 7, 9, |0, 11, 12, |З, |4, |5, 17, 18, 19, 20 и 2l битьlданных слова
1 6-разрядного исходного слова.

Каждый бит четности используется для контроля лишь определенных
разрядов N-разрядного слова. Номера контролируемых разрядов для каждого бита
четности приведены в таблица 4.

Таблица 4 - Номера битов четности и контролируемых
ими р€tзрядов слов в коде Хемминга

Коtlтро-тыlыii
бlrта кола

ра;JI)я.1/lrоуср
хсыьrltttга Коttтро_lltруслtыс разряjlы

|/| t з 5 7 9 1l tз t5 1,7 192| 2з25 27 2931 з3..

') /') 236 7 10 ll t4 t5 18 19 22 23262i зOзl з4...

3/4 4 5 6 7 12 1з 14 1.5 2о 2| 22 2з 28 29 з0 31 з6...

4/8 8 9 10 ll |2 tз 14 t5 2.,{ 25 2627 28 29 з0 зl 40...

5/ Iб lб 17 l8 l92o 21 22 2з 24 25 26 27 28 29 з0 зl 48...

6/з2.. з2 33 34 з5 зб з7 з8 з9 40 41 42 43 44 45 4в 47 ,18,..

Первый контрольный разряд контролирует р€вряды кода Хемминга с
номерами
aix2,i*ai-tx2l-|+...+azx22+aй2|+ 1х20, где j:logzN, clt- произвольное значение.
Таким образом, первый контрольный разряд контролирует все нечетные номера.

Второй контрольный разряд контролирует разряды кода Хемминга с
номерами
aix2i-| ai _ tx2-i-|+ ...* а zx22 + I х21 + а ох20 .

Соответственно третий контрольный разряд контролирует разряды кода
Хемминга с номер ами aix2j * a.i _ 62-i-| + ...* ] х22 + а й2| + а 9х20 и т. д.

Как видно из табл.2, в число контролируемых разрядов включается и тот
разряд, где расположен сам бит четности. При этом содержимое бита четности
устанавливается так, чтобы суммарное число единиц в контролируемых им
разрядах было четным.

Таким образом в рассматриваемом примере (рисунок 8):

1) первый контрольный разряд в коде Хемминга равен 0, так как биты 3, 5,

7,9, |1, 1З, \5, |7,19 и21 содержат восемь единиц;
2) второй контрольный разряд равен 0, так как биты 3, 6,'7, l0,11 . |4, 15, 18

и 19 содержат шесть единиц;
3) четвертый контрольный разряд равен 1., так как биты 5,6,7, |2. |З, |4,

|5,20 и 21 содержат пять единиц;
4) восьмой контрольный разряд равен 0, так как биты 9, 10, ||, 12, |З, |4 и

15 содержат четыре единицы;
5) шестнадцатый контрольный разряд равен 1, так как биты 17, 18, |9,20 и

21 содержат три единицы.
код, образованный значениями контрольных разрядов, называют

дополнительным кодом. То есть для 16-разрядного кода данных
l 101 101001 1 101 10 дополнительный код равен 10100.
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Предположим теперь, что из-за воздействия каких-либо возмущающих
факторов исчезнет единица в девятом разряде кода Хемминга (одиннадцатом
информационном бите 16-разрядного слова данных) (рисунок 9).

Нрtерачия битов кода Хем:rlннга лля l6-разрялtrого словз 1,1днны,\

4 7 9 |2 l5 l7 18 l 2l

l5 l4l3|2 lll09 8 7 6 5 { 3 2 | 0
llРrерачlrя ltlrфорrtачиоrlных бtlтов l6-разря;tltого i лQва Jанны\

Рисунок 9 - Код Хемминга для 16-разрядного слова данных с искаженным
девятым разрядом (1 1-информационным)

Проверка образовавшегося кода дает следуIощий результат:
бит четнос,ги 2, 4 и |б правильны, а биты четности l и 8 - неправильны.
Получение неправильного значения бита четности 1 указывает на то, что

ошибка должна быть в одном из контролируемых им битов: |,З,5,7,9, 11, 1З, 15,

\7, 19 или 2|. Поскольку бит четности 2 правилен, то правильны и
контролируемые им нечетные биты З,7,11, 15 и |9, так что ошибка произошла не
в них. Правильность контрольного бита 4 исключает возникновение ошибки в

битах 5, 13 и 2|, а правильность контрольного бита 16 в бите |7.
Следовательно, под подозрением остаIотся биты l и9. Так как неправилен и бит
четности 8, которыЙ не контролирует бита с номером 1, но контролирует бит с
номером 9, то можно сделать вывод об ошибочности бита 9. Инвер,l,ирование
этого бита (изменение его значения с 0 на 1) исправляет положение - все биты
четности становятся правильными.

Такuли образолп, нолlер uскаэtсенноzо разряdа опреdеляеmся сулt.мой но]иеров
неправuльньtх бumов чеmносmu, В наulе.ц прuлlере бumьt ] u В неправuльны,
слеdоваmельно, лtскасtсенньtЙ разряd - 9 (9:]+8).

3 Задаllия для самостоятельIIой работы

1Закодировать сообщение, используя алгоритм кода Хэмминга:
а) I0lI]000]I1]I0]I]
б) 110001]000I1101
в) l l0l ] l01] ]0I1100] I
z) l l l0I I0] ] I0I I I000I10] ]
d) I ] ] ] I000I 1 l ] ]000] ] ] I I

2 Определите верное ли получено сообщение, закодированное кодом
Хэмминга. В случае необходимости исправьте ошибку.

а) 010I0I I0000I ]000l 1 l ] 100I 10I ]
б) 1 ]0]000010I0] ]00l I l01 10]0100I
в) 0I001 I ] ] ]0I 1 1 I 10I I0] ]
z) I 0 I0 I ] 0000 1 0 I0000 l 1 0 l ]
d) I01l00]]I0I101]
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Тема 3.1 Генераторы псевдослучайпых последовательностей
Занятие 10 ОсновIIые типы генераторов псевдослучайных

последовательllостей

1 Теоретическая часть
МЕТОД СРЕДИННЫХ КВАДРАТОВ
Одним из первых программных ГСЧ является метод срединных квадратов,

предложенный в |946 г. Дж. фон Нейманом. Этот ГСЧ формирует следующий
элемент последовательности на основе предыдущего путем возведения его в
квадрат и выделения средних цифр полученного числа.

Метод используется для генерации fr-разрядных псевдослучайных чисел.

Щолжно быть задано Ё-разрядное нач€Lпьное число хр (для }добства полагаем, что Ё
четно). Это число возводится в квадрат и получается число у. Число у должно
иметь 2k разрядов. Если число разрядов меньше, чем 2k, то число у дополняется
слева нулями. Затем в / выделяют средние fr разрядов, которые дают новое
случайное число. Щесятичная точка помещается перед первым разрядом число xl
до поступления его на выход случайного генератора.

Пусть имеется fr-разрядное число, меньше 1:

возведем его в квадрат: 
Х;: 

''Qlaz"'aK'

затем отберем средние t p*p"oJJ 
Х? : 0'btbz"'bzЪ'

Xi+ ] : 0,baz* tbwz+2...bk,
которые будут являться очередным числом псевдослучайной

последовательности.
Например, если начапьное число

х6:0,2152, то
("о)' : 0,0463 1 104, т.е.
х1:0,6З 11, затем
(",)' : 0,З982872|, т.е.
х2:0,8287, и т.д.

ЛИНЕЙНЫЙ КОНГРУЭНТНЫЙ МЕТОД
Метод используется для генерации последовательности

Xl, Х2,,.., Хm,

из m псевдослучайных чисел. ,Щолжны быть заданы следующие входные значения
Ь - целочисленный множитель, Ь> 1

хо - нZlч€шьное <необработанное)) случайное целое число хо> ]
Ё- шаг, k >0, целое
и - целочисленный модуль, и2 хо, Ь, k

xi+I : Фхi + k) mod m
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Например, необходимо получить три случайных числа
конгруэнт}Iым методом 

__ _.*о- 27; Ь : 5; k: |0; m : 40;
х1: (5*27+10) mod 40 : l45 mod 40 :25;
х2: (5*25+10) mod 40 : 15;

хз : (5* 15+l0) mod 40 : 5

линейным

2 Практическая часть

Задача 1. Получить три случайных числа методом срединных квадратов:
k : 4; х0 : 0,3l б7.

PeuleHue,
k: 4;х() :0,3]б7 у: (хо)2:10029889
xt :0,0298; у :00088804
xz:0,0888;y:00788544
хз : 0,788 5; у : 00788544

Задача 2.

Щля k : 4; хо : 2 ] 34 определить первые десять псевдосJIучайных чисел,
выработанные €Llrгоритмом срединных квадрато в :

(хо)2 : 04 5539 5б Xt :0,5539
(*,)' : з0 б805 2 ] Х2: 0,б805
("r)' : 4б з080 25 Хз: 0,30В0
(хз)2 - 09 48б4 00 щ: 0,48б4

ft)' : 23 б584 9б Х5: 0,б584
(*r)' : 4з з490 5б Хв : 0,3490
ft)2 : ]2 1801 00 X7:0,180l
(*r)' : 0з 24зб 0] Хв : 0,243б
(*в)' : 05 9340 9б Xg: 0,бЗ40
вil2 : s7 235б 00 Х]0 : 0,235б

Задача 3. Сгенерировать псевдослучайнуrо последовательность (ПСП) из
8-ми чисел линейным конгруэнтным методом при следующих входных
параметрах:

k : 0; m : 2|0, ь : ]0]; хо: 4з2

Xt : б24 Yt : б24/]024:0,6]0
Xz: 560 yz: 5б0/]024:0,54б
Хз: 240 уз : 240/]024:0,234

PeuleHue,

Решенuе,
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fu: 688 уа: б88/1024:0,673
Х5 вв0 уs : 880/I024:0,859
Хв: 8]б у6: B16/1024:0,796
xz: 49б у7 :49б/ 1024:0,4Вб
хв: 944 Ув : 944/] 024:0,923

2 Задания для самостоятельной работ
Задание 1.
Определить первые десять псевдослучайных чисел, выработанные

апгоритмом срединных квадратов, при следующих входных параметрах:

а) k - |0; хо : 5772156649;

б) k :8; хо : 472524З|;

в) k : 4; хо :8526;

е) k:10; хо :3458544186.

d) k: 6; хо : 62|438.

Задание 2.
Сгенерировать псевдослучайную последовательность (ПСП) из 10-и чисел

линейным конгруэнтным методом при следующих входных параметрах:

а) k : 10; m : 21|; Ь : 102; хg: 547;

б) k : |00; m :2|0; Ь : 1I ]; хо: З26;

в) k :200; m :2|2; Ь : 201; хg: 489;

z) k:0; m:2'0; Ь : 303;хо:654;

d) k : 20; m : 212; Ь : 1 15; хо: 74З
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Лабораторная работа 1.

Сбор информации о системе

I-{ель работы: изучение
Application, Envlronment,
программирования MS Visual С++.

возможностей использования
Drivelnfo, Path в

классов
среде

Краm Kue rneope m ч чес кч е п ол оже н ч я
Класс Application предоставляет методы и свойства для

управления приложением, например методы для запуска и остановки
приложения, для обработки сообщений Windows и свойства для полr{ения
сведений оприложении. основные свойства этого кJIасса:

имя
CommonAppDataPath

описа.ние
lПолучает путь для данньiх приложения,

lявляющихся общими для всех пользователей

СоmmопАррDаtаRеgistrуiПолучает раздел реестра для данных
iiприложения, являющихся общими для всех
lпользователей.

СоmрапуNаmе iВозвращает название компании, связанное с
lприложением.

ExecutablePath .Возвращает путь исполняемого файла,
]запустившего
lисполняемого

приложение, включая имя
файла.

ОрепFоrms
принадлежащих приложению._l ,-,*:

productName Получает название продукта,
приложением.

l

iВозвращает версию продукта, связанное с этим,

связанное с этим

a,","
]D

,g

roductversion
приложением.

StartupPath lПолучает путь для исполняемого фаЙла,
iзапустившего приложение, не включая
lисполняемое Имя.

serAppDataPath iПолучает путь для данных приложения
' iПОЛЬЗОВаТеЛЯ.
lUserAppDataRegistry,Получает раздел реес тра для данных

еля.iприложения пользоват
usewaitcursor ]Возврачае\ или задает, используется ли

,курсор ожидания для всех открытых форм
приложения.

Класс Environment предоставляет сведения о текущеЙ среде и

платформе, а также необходимые для управления ими
средства. Класс Environment используется для получения сведениЙ об
аргументах командной строки, коде выхода, значениях переменных среды,
содержании стека вызова, времени, прошедшего с момента последней
загрузки, и версии среды CLR.

J



основные свойства этого кJIасса:
lд*lя

Current Di rectory

commandLine Возвращает командную строку для данного
процесса.
Возвращает или задает полный путь к те
рабочей папке.

s 64 BltOperat ingSystem Определяет, является ли текущая
операционная система 64-разрядной.

,Is64B itprocess

chineName Возвращает имя NeIBIOS данного локального
компьютера.

NewLine Возвращает строку, обозначающую в данной
среде начало новой строки.

osversion
Получает объект OperatingSystem, которьтй
содержит идентификатор текущей платформы и
номер версии.

processorcount Возвращает число процессоров на текущем
компьютере.
Возвращает полный путь к системному
каталогу.

TickCount Возвращает время, истекшее с момента
загрузки системы (в миллисекундах) .

UserDomainName Возвращает имя сетевого домена, связанное с
текущим поль зователем.
Возвращает имя пользователя/ который на
данный момент выполнил вход в операционную
систему Wlndows.

WorkingSet Возвращает объем физической памяти,
сопоставленной контексту процесса.

Пример программы (<Работа с окружением - WinForms Арр>>. Эта
программа демонстрирует возможности использования класса Envi ronmen t
для получения информации
об окруж ении процесса. Для
создания приложения
необходимо:

1. Создать проект
Windows Fоrms Application.

2. В форме р€вместить
одно текстовое поле (tr) и
четыре кнопки.

3. Создать следующие функции обработки событий Click для кнопок:
private: System: : Void button]__Ctick (System: : Obj ect^ sender,

System::EventArgs^ е)
{ String ^d;

4

Узнать
текущий
катЁtлOг

Имя
пOльзователя

Число
прOцессOрOв

ffi Работа с 0кружением п

1

,

|Оrrр"л""rr"r, является ли текущий процесс 64- 
i|р.=рол""*. i

1SystemDi rectory

]UserName

Версия ОС



d : Environment : : CurrentDirectory;
tl-)Text : d;
}

prlvate: System: :Void button2_Click(System: :Object^ sender,
System::EventArgs^ е)

{ String ^d;
d : Епvlrопmепt: : OSVersion-)ToString () ,.

t1-)Text : d;
}

private: System: :Void buttonЗ_Click(System: :Object^ sender,
System::EventArgs^ е)

{ int proc;
proc : Environment : : ProcessorCount;
t1-)Text : "Число процессоров: ";
t1*)Text +- Convert: :ToStrlng (proc) ;

}

private: System: :Void button4_Click(System: :Object^ sender,
System::EventArgs^ е)

{String ^d;
d : Environment : : SystemDirectory;
t1-)Text : d;

i
Пример программы ((Работа с окружением - Console Application>>.

Консольный аналог предыдущего приложения (тип приложения: CLR Console
Application) может иметь такой код:
#include "stdafx. h"
#include (iostream)

usj_ng namespace
using паmеsрасе
int main ( )

{

setlocale (LC_ALL, "Russian" ) ;
Console: :WriteLine ( ) ;
Console: :Writeline ( "-- Environment members --'i

Console : : Wr j_teline ( "Commandline :

{ 0 } ", Environment : : Commandline ) ;
Console: :Writeline ( "CurrentDirectory: { 0} ",

Environment : :CurrentDirectory )

Console: :Writeline ("MachineName: {0} ",
Environment: :MachineName ) ;

Conso]-e: :WriteLine ( "OSVersion: {0} ",
Environment : :OSVersion ) ;

Сопsоlе: :Writeline ("SystemDirectory: {0} ",
Environment : : SystemDirectory ) ;

Console: :WriteLj-ne ( "TickCount: {0} ",
Environment: :TickCount ) ;

System;
System: : Collections,,

5



}

Console: :Writeline ("GetЕolderPath: {0} ",
Environment : : GetFolderPath
( Environment : : Special Еоldеr : : Syste
m ));

array(String^)^drlves : Environment: :GetlogicalDrives ( ) ;
Conso]-e : : Writeline ( "GetlogicalDrives : { 0 } ", String: : Join (

, ", drives ) );
Console::Read],ine();
return 0;

Результат работы программы:

Класс DriveInfo. Этот класс предоставляет методы и свойства для
запроса сведениЙ о диске. DriveInfo позволяет определить, какие диски
доступны и какого они типа. Также можно запрашивать сведения для
определения объема диска и объема свободного места на диске.

Можно использовать, например, следующие свойства объектов этого
класса:

rrmапdLiпе : "D: \РrOgr.tUС++tСПO\Епч ir.оппепt_Сопsо 1еl\DеЬшg\Епч ir.оппепt_Сопsо le1 .

Crtгr,entDir.ector,9: D:\Ргоgгr,\UС+*\СПO\Епчir-оппепt*сопsвIвl\Dеьrtg

Uer.sioп: Hicr.osoft i,Jiпtlol,1s нТ 5.1.260о ýer.uice Pack З

хе"

-- Епчir.оппвпt пешhеlrý -*

}riпеilапе: HO]'|PIil

уstепDiгесtоrу ; С : r}JI НD01.1S\sуstеmЗ2
ickCorrnt: 4з0??5о
tFg ItlBrlPatlt: С: l1,1I НПOtlý\sgstепЗ2
tlogicalDr.iuBs: С:\, Ш:\, Е:\, G:\

Наэвавие
свойства

Тип описание

DrlveEormat String Получает имя файловой системы,
например NTES или ЕАТ32.

DriveType Одно из
значений
перечислени
я
DriveType,
указывающее
тип дисков.

Получает тип диска, такой как компакт-
диск, съемный, сетевой или жесткий
диск. Возможные значения:
CDRom, Eixed, Network,
NoRootDirectory, Ram, RemovabIe или
unknown. Эти
перечислении

значения описаны в
DriveType.

I sReady Ьоо1 Получает значение, указывающее
состояние готовности диска (Значение
true, если диск готов; значение fal.se,
если диск не готов).

Name String Получает имя диска| например С: \
RootDirectory DirectoryIn

fo
Получение корневого каталога диска.
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TotaI EreeSpace long int Получает
места на

общее количество свободного
диске, доступньIм в байтах.

TotalSi ze 1опg int Возвращает общий размер дискового
пространства на диске, в байтах.

VolumeLabe]_ String Получает или задает метку тома диска.

Метод GetDrives() возвращает имена дисков всех логических дисков
данного компьютера. Возвращаемое значение
(тип: System. IO. Dr j-veInf о [ ] ) массив типа DriveInf о,
представляющий логические диски на компьютере. Этот метод возвращает
имена всех логических дисков компьютера. Пользователь может использовать
эти сведения для итерационного перебора массива и получить сведения о

дисках, используя другие методы класса DriveInfo и свойства.

Следующий пример кода демонстрирует применение
класса Drivelnf о для отображения информации о логическом диске D.

Пример кИнформация о диске)). Создайте новый проект типа CLR
Console Application. Код программы:

int main ( )

{Drivelnfo ^d : gcnew DriveInfo("D"); //соэдаем новьй
объект

/ /липа DriveInfo
if (d->IsReady) //проверяем состояние готовности диска
t

Console: :Writeline ( "Drive { 0 } ", d-)Name) ;

Console: :Writeline("Drive type: {0}", d-
)DriveType);

}

else
Console: :Writeline("Drive is not ready! ! ! ") ;

Console::Readline();
return 0;

}

При создании нового объекта у конструктора в качестве аргумента
необходимо ук€вать действительный путь к диску или букву диска. Буквы
могут быть как в верхнем, так и в нижнем регистре, от "а" до "Z".

1

using namespace System,,
using namespace System: : rO;



ПоряOок выполненuя рабоmы
1. Ознакомиться с теоретическими положениями, приведенными в

данных методических ук€}заниях (МУ), а также с конспектом лекций по
данной теме.

2. Разработать примеры кРабота с окружением - WinForms Арр>> и
<<Работа с окружением - Console Application>> по инструкциям, приведенным
в пункте <<Краткие теоретические положения>). Изучить возможности
использования класса Environment для получения информации о свойствах
приложения и системы.

3. Разработать пример <Информация о диске> по инструкциям,
приведенным в пункте кКраткие теоретические положения)). Изучить
возможности использования класса DriveInfo для получения информации
о дисках системы.

4. Разработать программу по своему варианту. Варианты заданий см. в
таблицах | и 2. Таблица l задает тип приложения: консольное или Windows
Fоrms Application. Таблица 2 задает набор необходимых для ре€lлизации
функций.

Требованuя к оmчеmу по рабоmе
Отчет по работе должен содержать: название и цель работы; фамилию,

иници€Lлы и номер группы студента, выполнившего ЛР; номер варианта; для
каждого из заданий - текст задачи по своему варианту, результаты работы
программы для р€вных наборов исходных данных.

]. Тuп

Табл 2 dля

8

Консольное приложение windows Fоrms
приложение

Варианты четные нечетные

Jrlb варианта

Функции

1 2 J 4 5 6 7 8 9 10 11 I2 13 14 |4 16 \7 18 19 20

Полный путь к
программе

+ +

Каталог, из к-
го запущена
программа

+ +

название и
версия
программного
продукта

+ + +

Логич. диск, из
к-го запущена
пр-ма

+ + +



Путь к
текущей папке

+ + +

является ли
текущ ОС б4-
разр.

+ +

Имя данного
локаJ,Iьного

компьютера

+ +

Версия ОС + +

Число
процессоров на
компьютере

+ +

системный
каталог

+

Время с
момента
загрузки
компьютера (в
секундах)

+ + +

Время с
момента
загрузки
компьютера (в

минутах)

+ + +

Имя текущего
пользователя

+ + +

Тип файловой
системы на
текущем диске

+ +

Тип текущего
диска (CDRom,
Fixed и т.д.)

+ + +

Корневой
каталог
текущего диска

+ + +

Кол-во
свободного
места на
текущем диске
(в Кб)

+ + +

Общий р-р
текущего
логич, диска (в
мб)

+ +

метка тома
текущего диска

+ + +
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Тип файловой
системы на
всех дисках
компьютера

+ +

Тип всех
дисков ПК
(CDRom, Fixed
и Т.Д.)

+ +

Кол-во
свободного
места на всех
дисках ПК

+ + +

Общий ра:}мер
всех логич.
дисков

+ + +

метки тома
всех дисков

+ + +

1 2 J 4 5 6 7 8 9 10 11 |2 13 14 15 16 |7 18 19 20

10



Лабораторная работа 2.
Создание программного обеспечения для работы с файлами

I_\ель работы: изучение простейших принципов работы с текстовыми
файлами в среде программирования MS Visual С++.

Краmкче mеоре mчческче положенuя
Файловые операции ввода-вывода можно выполнять после включения в

программу заголовка <fstream>, в котором определены все необходимые
для этого классы и значения.

Открытие и закрытие файла
В С++ файл открывается путем связываниJI его с потоком. Существуют

потоки трех видов: ввода, вывода и ввода-вывода. Чтобы открыть входной
гIоток, необходимо объявить потоковый объект if stream. Щля открытия
выходного потока нужно объявить поток типа ofstream. Поток, который
предполагается использовать для операций ввода и вывода должен быть
объявлен как объект класса fstream. Например:

ifstream in;
ofstream out;
fstream f;

Создав поток, нужно его связать с файлом. Это можно сделать с
помощью функции open(). Ее используют следующим образом:

имя_потока . open (имя_файла, режим) ;

- имя_файла может включать путь к файлу.
- режим должен принимать одно или несколько значений перечисления

openmode:

ios: арр
ios: ate
ios : binary
1os: in
ios : out
ios: trunc

Назначение каждого из значений:

. арр - присоединение к концу файла всех выводимых данньш (только для

файлов, открытых для вывода данных);
. ate - поиск будет начинаться с конца файла;
. Ьiпаrу - открытие файла в двоичном режиме; по умолчанию все

файлы открываются в текстовом режиме. По умолчанию все файлы
открываются в текстовом режиме. В текстовом режиме могут происходить
некоторые преобразования символов (например, последовательность,
состоящ€ш из символов возврата каретки и перехода на новую строку, может
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быть преобразована в символ новой строки). При открытии файла в двоичном
режиме никакого преобразованиrI символов не происходит. Любой файл
можно открыть как в текстовом, так и в двоичном режиме. Единственное

р€tзличие между этими режимами состоит в преобразовании (или нет)
символов.

. in - открытие файла для ввода данных (обычно это значение по
умолчанию);

. оцt - открытие файла для вывода данных (обычно это значение по

умолчанию);
. truпс при открытии уже существующего файла его содержимое

уд€tляется.
Пример создания и открытия обычного выходного файла:

ofstream out;
out. open ( "test1. txt" ) ;

Так как параметр mode функции ореп ( ) по умолчанию
устанавливается равным значению, соответствующему типу открываемого
потока, в предыдущем примере нет необходимости задавать его значение.

Можно проверить успешность выполнения предыдущей операции по
созданию и открытию файла следующим образом:

if ( ! out)
{cout(( "НЕ удается открыть файл. \n";

/ /rеturп t;
}

Прежде чем выполнять какие-либо да_гlьнейшие операции с файлом,
всегда следует проверять результат выполнения функции open ( ) .

Можно также проверить факт успешного открытия файла с помощью
функцииis_ореп():

if(!out.is open())
{cout<< *файл не открыт!\n";

/ / rеLчrп 1;

}

Производить операцию открытия файла можно также так:

ofstream out1 ( "test1. txt" ) ;

ofstream out2 ( "te sL2. txt", ios: : out) ;

Параметры у конструкторов классов ifstream, ofstream, fstream
совпадают с соответствующими параметрами функции open () .

Чтобы закрыть файл после использования необходимо вызвать функцию
close ( ), например:

outl.close();
Пример создания и открытия файла:
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#include (fstream>
uslng namespace std;

int main ( )

{ofstream out]- ("test1.txt") ;

/ /или так:
/ /ofstream out1 ("testl.txt", j-os : :out) ;

outl.close();
return 0;

}

Чтение и запись текстовых файлов
Проще всего считывать данные из текстового файла или записывать их в

него с помощью операторов {{ и 2}. Например, в следующей программе
выполняется запись в файл целого числа и строки (Пример 1):

#include <fstream>
using namespace std;

lnt main ( )

{of stream out1("testl.txt") ;

if ( t out1)
{cout(< "НЕ удается открыть файл.\п";
return I;
}

outl.close();
cout(( "ФаЙл test1.txt успешно создан.\п";
return 0;

}

Следующая программа считывает строку и целое число из файла,
созданного при выполнении предыдущей программы (Пример 2):

#include (fstream)
#include <j-ostream)
# inc]ude (соп j_o . h)
using namespace std;

int main ( )

{lnt х; char str[80];
j-fstream in ("test1.txt") ;
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if(!ln)
{ cout(( "НЕ удается oтKpbiтb фаЙл. \n";
getch ( ) ;

return t;
}

in.close();
getch(); return 0;

}

CлeдyeтиМeTЬBBиДУ,ЧToПpиисПoлЬЗoBaнииoпepaTopa>>
считывания данных из текстовых файлов пробельные символы моryт
опускаться, кроме того, ввод данных прекращается при обнаружении первого
пробельного символа.

Пример 3. Чтение файла с целыми числами в цикJIе. Поиск суммы чисел,
записанных в файле.
#inc]_ude (conio . h)
#include <iostream)
#include <fstream>
using namespace std;

int main (void)
{int n, mах, k:0, S:0;

setlocale (LC ALL, "Russian" ) ;

ifstream in ( "Числа. txt" ) ;

if(!in) {cout(( "НЕ удается открыть файл.\n";
getch ( ) ;

return 1; }

while (!in.eof())
{in>>n; k++; s+:n;

}

in.close();

getch ( ) ;

\n";
" . \n";
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return 0;

}

ПоряOок выполненuя рабоmы
1. Ознакомиться с теоретическими положениями) приведенными в

данных методических ук€ваниях (МУ), а также с конспектом лекций по
данной теме.

2. Создание программы по примеру 1. Самыми простыми с точки
зрения пользовательского интерфейса являются классические консольные
приложения, то есть такие приложения, которые для ввода и вывода
информации используют консоль - т.е. дисплей, работающий в текстовом
режиме. Взаимодействие с консольным приложением в современных
операционных системах происходит через консольное окно - окно для
работы с командной строкой.

Щля того, чтобы создать консольное приложение на языке С++, выберем
в IDЕ-среде в меню File следующую последовательность опций: New-

определяем имя проекта в поле Nаmе и местонахождение катaLпога с файлами
проекта в поле Location. Отметим, что имя проекта является одновременно и
именем кат€Lпога и подкатаJIога, которые будут созданы средой разработки.
Например, если мы ввели имя проекта prog1 и местоположение
D: \Progr\CPP, то файлы проекта и подкатаJIог Debug булут находиться в

катаJIоге D: \Progr\Cpp\prog1 (см. рис.).
После нажатия ОК в окне Nerv Project появится окно Win32 Application

Wizard, в котором необходимо выбрать пункт Application Settings. В правой
половине окна появится группа селективных кнопок Application Туре для
указания типа приложения и две группы кнопок-переключателей. Для
консольного проекта необходимо выбрать селективную кнопку Console
application и переключатель Empty Project, а затем нажать кнопку Finish.
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Solution Nаше: рrоg1 М СrеаВ direchry fоr solutjon

В интегрированной среде р€вработки Visual Studio.NET проекты
логически организуются в решения (solutions). После компиляции и
линкования проекта мы получаем исполнимый модуль, н€lзываемый сборкой
(например, модуль библиотеки DLL). Каждое решение состоит из одного или
нескольких проектов. В свою очередь, каждый проект может состоять из
любого количества исходных фаЙлов, ссылок на внешние сборки (которые
используются этим проектом) и прочих ресурсов, которые и образуют
приложение.

После создания пустого проекта Progl в него необходимо добавить
исходные фаЙлы программы. Для этого выполним в окне менеджера проектов
(Solution Ехрlоrеr) выделим имя проекта (Prog1) или имя подраздела для
исходных фаЙлов (Sоurсе Files) и в контекстном меню выберем пункты Add 

I

Add New Item. Щалее выбираем Code | С++ File (*.срр) и укажем имя файла
Hello. (Отметим, что нажатие клавиши Del при выделенной пиктограмме
файла приводит к удЕLлению файла из проекта, при этом фо* уdшшеmся u uз
каmалоеа, в котором располагаются файлы проекта.)

Щалее в появившемся окне наберем ук€ванный код программы из
примера 1.

Теперь попробуем запустить программу на выполнение. Чтобы
приложение заработ€tло, его надо откомпилировать, то есть перевести
написанное на языке С** в машинные коды. В интегрированную среду visual
Studio встроен компилятор языка С++. Для компиляции и запуска новой
программы требуется либо выбрать команду Debug|Start Debugging, либо
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нажать (горячую> клавишу F5. При выполнении этой команды
интегрированная среда Visual Studio внач€Lпе запускает компилятор, а после
его успешной работы запускает на выполнение нашу программу.

Если Вы правильно созд€tли проект и верно ввели весь исходный код, то
на экране откроется окно черного цвета со строкоЙ "Файл testl. txt
успешно создан. " .щля завершения просмотра результатов нужно нажать
любую клавишу на клавиатуры. После этого с цомощью любого файлового
менеджера перейдите в папку с созданным проектом и убедитесь, что файл
test1. txt действительно создан. Содержимое файла можно просмотреть с
помощью, например, Блокнота или другого текстового редактора.

Если же интегрированная среда выдает сообщение об ошибках, то
необходимо внимательно проверить текст программы, который Вы ввели в
окне редактора, исправить ошибки и заново запустить программу на
выполнение.

3. Проверить работу примеров 2-3, приведенных в тексте МУ. Каждую
из программ сохранять на диске компьютера.

4. Разработать программу по своему варианту. Варианты заданий см.
в таблице.

Требованuя к оmчеmу по рабоmе
Отчет по работе должен содержать: н€ввание и цель работы; фамилию,

инициuLпы и номер группы студента, выполнившего ЛР; номер варианта; текст
задачи по своему варианту, код программы с пояснениями, схема алгоритма

работы программы, результаты работы программы дJuI разных наборов
исходных данных (не менее двух).

?ашumа лабораmорной рабоmы
При защите данной лабораторной работы необходимо

продемонстрировать и объяснить результаты выполнения всех заданий,
предъявить отчет по работе и ответить на контрольные вопросы.

Варчанmы зааанчй

Вар. Задание
1 1. Программа просит ввести целое положительное число М. Затем

программа открывает текстовый файл, который содержит некоторое
количество целых чисел. Щалее создается новый файл, в который
записываются те числа из открытого файла, которые делятся на М.

2 1. Программа открывает текстовый файл, который содержит
некоторое количество целых чисел. Найти сумму миним€Llrьного и
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максим€tльного из чисел, записанных в файле, и дописать эту сумму в
конец имеющегося файла.

a
J 1. Программа открывает текстовый файл, который содержит

некоторое количество целых чисел. Найти р€lзность первого и
максим€Lпьного компонентов файла. Результат записать в новый файл.

4 1. Программа открывает текстовый файл, который содержит
некоторое количество целых чисел. .Щаrrее создается новый файл, в
который записываются все числа из открытого файла за искJIючением
тех, которые кратны К.

5 1. Программа открывает текстовый файл, который содержит
некоторое количество целых чисел. Создаются два новых пустых
файла. Все числа, меньшие числа К, записываются в один файл, а
числа, большие К - в другой файл.

6 1. Программа открывает текстовый файл, который содержит
некоторое количество целых чисел. Создаются два новых пустых
файла. Все элементы файла с нечетными номерами записываются в
один файл, а элементы с четными номерами - в другой файл.

7 1. Программа открывает текстовый файл,
некоторое количество целых чисел. Найти
последнего компонентов файла и записать
открытого файла.

который содержит

р€lзность первого и

результат в конец

8 1. Программа просит ввести целое положительное число N. Затем
программа открывает текстовый файл, который содержит некоторое
количество целых чисел. .Щалее создается новый файл, в который
записываются те числа из открытого файла, которые не делятся на N.

9 1. Программа открывает текстовый файл, который содержит
некоторое количество целых чисел. Найти р€вность последнего и
миним€Lпьного компонентов файла. Результат записать в конец
имеющегося файла.

10 1. Программа открывает текстовый файл, который содержит
некоторое количество целых чисел. Подсчитать количество
положительных и отрицательных чисел. Результат вывести в новый
файл.

11 1. Программа открывает текстовый файл, который содержит
некоторое количество целых чисел. Создать новый файл из четных
чисел исходного файла. Если таких чисел нет, то вывести сообщение
об этом факте.

I2 1. Программа открывает текстовый файл, который содержит
некоторое количество целых чисел. Выяснить, какие числа

чаще 
- 

положительное или отрицательное.
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Лабораторная работа 3.
Создание программного обеспечения для работы с файлами и каталогами

I_{ель работы: изучение возможностей использования классов
Directory, Directorylnfo, Eile, FileInfo в среде црограммирования
MS Visual С++.

Краm кче rпеоре m ч ч ес кч е п ол ожен u я

Directory, DirесtоrуIпfо - Эти классы используются для
манипуляций структурой кат€Lпогов машины. Тип Directory представляет

функционаJIьность, используя статические члены. Тип DirectoryInfo
обеспечивает ан€Lлогичную функцион€Lпьность через действительную
объектную ссылку.

DriveInfo - Этот класс предоставляет дет€tльную информацию
относительно дисковых устройств, используемых данной машиной.

EiIe, ЕiLеIпfо _ Эти классы служат для манипуляциЙ множеством

файлов данной машины. Тип File представляет функцион€Lльность через
статические члены. Тип Filelnfo обеспечивает ан€Lлогичную функцион€Lпьность
через действительную объектную ссылку.

Классы Directory и Eile содержат только статические методы, а их
экземпляры никогда не создаются. !ля их использования нужно просто
предоставить путь к интересующему объекту файловой системы при каждом
вызове метода-члена. Если требуется выполнить только одну операцию в

отношении папки или файла, то применение этих классов является наиболее
эффективным подходом, поскольку позволяет избегать накладных расходов,
связанных с созданием экземпляров.

Классы DirectoryInfo и Eilelnfo реализуют практически те же
общедоступные методы, что и Directory и EiJ-e, а также некоторые
общедоступные свойства и конструкторы, но поддерживают состояние, а их
члены не являются статическими. Снача-па понадобится создать их экземrrляр,
который затем ассоциировать с определенной папкой или файлом. Это
означает, что применение этих классов будет более эффективным подходом,
если необходимо выполнять множество операций в отношении одного и того
же объекта. Щело в том, что во время создания они считывают информацию об
аутентификации и прочие сведения о соответствующем объекте файловой
системы и больше не нуждаются в ее повторном чтении, сколько бы методов
не вызыв€Lпось для данного объекта (экземпляра класса). В отличие от этого,
классы, не поддерживающие состояние, нуждаются в проверке деталей,
связанных с файлом или папкой, при каждом вызове какого-либо метода.

Класс FiJ.е предоставляет, например, следующие методы.
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lМя

аdАllВуtеs

1Lines

iteA].lLines

ывает двоичный файл, считывает содержимое
массив байтов и затем закрывает файл.

описавие
AppendAllLines .Щобавляет строки в файл, затем закрывает файл. Если

ук€ванный файл не существует, этот метод создает файл,
записывает указанные строки в файл и затем закрывает

файл.
Создает объект StreamWriter, который добавляет текст с
кодировкой UTF-8 в существующий файл, или в новый
файл, если ук€ванный файл не существует.

AppendText

Сору Копирует существующий файл в новый файл. Перезапись
файла с тем же именем не разрешена.

Create Создает или перезаписывает файл по yкztзaнHoмy пути.
Delete Удаляет ук€ванный файл.
Exists Определяет, существует ли заданный файл.
GetAttributes Получает значение FileAttributes для файла в пути.
GetCreationTime Возвращает дату и время создания заданного файла или

каталога.
GetLastAccessTi
mе

Getl.astIUriteTim
а

Возвращает время и дату последнего обращения к
ук€ванному файлу или каталоry.

Возвращает время и дату последней операции записи в

ук€ванный файл или катzLпог.

Move Перемещает заданный файл в новое местоположение и

р€врешает переименование файла.
Open Открывает объект FileStream по yкztзaнHoMy пути с

доступом для чтения и записи.

Открывает текстовый файл, считывает все строки файла и
затем закрывает файл.
Открывает текстовый файл, считывает все строки файла и
затем закрывает файл.

ReadAllText

Считывает строки файла.ReadLines
RepJ-ace Заменяет содержимое заданного файла на содержимое

другого фаЙла, удаляя исходныЙ фаЙл и создавая

резервную копию замененного файла.

Создает новый файл, записывает в него указанный массив
байтов и затем закрывает файл. Если целевой файл уже
существует, он будет перезаписан.

}IriteAllBytes

Создает новый файл, записывает в него коллекцию строк,
затем закрывает файл.
Создает новый файл, записывает в него ук€ванную строкуiteAllText
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и затем закрывает файл. Если целевой файл уже
существует, он будет перезаписан.

Многие из методов Eile возвращают другие типы ввода-вывода при
создании или открытии файла. Эти другие типы можно использовать для
да-гtьнейших операций с файлом. Щополнительные сведения смотрите в

рaвделах справочной системы, посвященных определенным элементам Eile,
таким как OpenText, CreateText или Create.

Пример 1. Простейшая программа, котор€ш проверяет, существует ли
заданный файл:

#include "stdafx. h"

using namespace System;
using namespace System: : IO;

int mаiп ( )

{ String ^path : "с: \\temp\\Test. txt";
if (Filе: : Exi_sts (path) )

ConsoIe: :Writel,ine ( "Файл существует ! ") ;

else
Console: :WriteI,ine ( "Файл не существует ! " ) ;

Console::Readline();
return 0;
}

Усовершенствуем программу, что бы она выводила содержимое
текстового файла и дату его изменения:

#include "stdafx.h"
using namespace System;
using namespace System: : ТО;

int mаiп ( )

{String ^path : "с: \\temp\\Test.txt";

if (Ei]_e: : Exists (path) )

{ Сопsоlе: :WriteLine ( "Файл существует ! " ) ;
Console: :WriteLine ( "В файле содержится текст: " ) ;
Console: :WriteLine ("{0} ", Eile: :ReadA1]-Text (path) ) ;
Console: :Writeline ( "Дата последнего изменения файла:

{0}",
Eile: :GetlastWriteTime (path) ) ;

}

е 1se
Conso]-e: :WriteT,ine ( "Файл не существует ! ") ;

Console::ReadТ,lne();
return 0;
}
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Файл сgцrествgет!
Е Файле Gодер,fiнтся текGт:
}le l1o Ё l}i
Дата последнего нз}tенення Файла: 22.04.2С15 19:25:16

льтат:

Класс FileInfo предоставляет следующие свойства и методы (в
таблице указаны не все доступные свойства и методы. Полный список
возможностеЙ класса ElleInfo можно посмотреть в справочноЙ системе.)

Свойства

Directory

DirectoryName

I sReadOn1 у

возвращает папку типа DirectoryInfo, в которой находится
данный файл
возвращает название папки, в которой лежит текущий
файл
ПОЗВОЛЯеТ ОПРеДеЛИТЬ ЯВЛЯl

только для чтеtIия
ется ли наш файл доступным

возвращает True, если файл существуетExi sts
т лл!с1 D tWriteTlme время последней модификации

Length
Attributes

определяет рilзмер данного файла
возвращает атрибуты файла

reationTime возвращает время создания файла

ы
Nаmе

AppendText Creates а StreamWriter that appends text
the f i]-e represented Ьу this instance
the FileInfo.

to
of

Copies an
di sallowing
file.

existing file to
the overwritin9 of

new file,
an existing

аСоруТо

Create Creates а file.
Delete Permanently

file. (Overrides
deletes

EileSystemlnfo: :Delete ( ) . )

а

MoveTo Moves а specified file
providing the optlon to
паmе.

to а new
specify а

location,
new file
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Пример 2. Фрагмент программы, которая проверяет, существует ли
заданный файл:
/ /варианr с использование класса EileInfo
EileInfo ^f : gcnew Eilelnfo (path) ;

if ( f->Exists )

{Console::Writeline ("Файл t0} существует! ", f-)Name);
СопsоIе: :WritеLiпе ( "Полный путь к файлу: { 0} ", f-

)EullName);
Console: :Writeline ("Размер файла: {0} байт", f-)Length);
Console: :Writeline ("Дата последнего изменения файла: {0}",

f-)LastWriteTime ) ;

}

else
ConsoIe: :WriteLine ( "Файл не существует ! " ) ;

льтат:

Класс Directory предоставляет статические методы для создания,

перемещения и перечисления в катапогах и вложенных катапогах. ПеречисЛиМ
некоторые методы кJIасса Dirесtоrу.

Определяет, указывает ли заданный путь на

ующий каталог на диске.

Файл Test.txt
Полны* пgть к
Разпlер Фаriла:

с gществ gет i
ФаЙлg: с :\temp\TeBt.txt
1о gаfiт

Дата послепнего н;tl,tенGння Файла: u2.04.2о15 19:25:16

tдуlя описавие
createDirector Создает все катаJIоги и подкаталоги, по yKазaHHoMy

гryти.

Delete ( String ) Удаляет пустой каталог по заданному пути.

Delete Удаляет заданный каталог и) при нiшичии
соответствующей инструкции, все подкатuIоги и файлы
в нем.

EnumerateDirectorie
S

Возвращает перечисляемую коллекцию имен каталогов,

расположенных по указанному пути.

EnumerateFi les Возвращает перечисляемую коллекцию имен файлов,
расположенных по указанному пути.

EnumerateEi]-e-
SystemEntries

Возвращает перечисляемую коллекцию элементов

файловой системы, расположенных по укirзанному пути.

Exi st s

GetCreationTime Получает дату и время создания кат€UIога
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GetCurrentDi rectory Полl^rает текущий рабочий катапог приложения

GetDirectories Получает имена подкаталогов (включая их гг),ти) в

указанной директории.
GetDi rectoryRoot Возвращает для заданного пути сведения о томе и

корневом каталоге по отдельности или сразу.

GetEi le s Возвращает имена файлов (с указанием гryти к ним) в
yKtlзaHHoM катаJIоге.

GetFileSystemЕntrie
S

Возвращает имена всех файлов и подкатtLлогов из

укчванного катаJIога.

GetLas tAcce s sТlmе Возвращает время и дату последнего обращения к
указанному файлу или катiLлогу.

GetLastWriteTime Возвращает время и дац последней операции записи в

указацный файл или каталог.

GetLogi са1 Drive s Извлекает имена логических устройств данного
компьютера в формате "<имя устройства):\".

GetParent Извлекает родительский каталог, на который укtвывает
абсолютный или относительный путь.

Моvе Перемещает файл или катzLпог со всем его содержимым
в новое местоположение.

SetCurrentDi rectory Устанавливает заданный катаJтог в качестве текущего

рабочего каталога приложениJI.

Класс Directory позволяет выполнять такие стандартные операции,
как создание, копирование, перемещение, переименование и удаJIение
папок. Класс Directory также позволяет получать и задавать сведения о
типе DateTime, относящиеся к созданию, доступу и записи кат€Llrога.

Все методы Directory статические, поэтому если необходимо
выполнить только одно действие, более эффективным может оказаться
использование метода Directory, а не соответствующего экземпляра
метода Dj_rectoryInf о. Большинство методов класса Directory требуют

указывать путь к катzlпоry, с которым работает пользователь.

Класс Directorylnfo также позволяет выполнять такие стандартные
операции, как создание, копирование, перемещение, переименование и

уд€}ление папок.

Основные свойства и методы этого класса

свойства
УМя описание

Attributes Получает или задает атрибуты для текущего файла или
каталога.

Creat j_onTime Получает или задает время созданиJI текущего файла или
каталога.

Exi s ts Получает значение, определяющее нilJIичие катаJIога.

Extens ion Получает строку, содержащую расширение файла.
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Еu1 1Name ]Цgдlчu.: полный путь к кат€Lлоry или файлу
LastAcces sTi_me ]Получает "n, задает время последнего доступа к текущему

1файлу или катчtлогу.

LastWrlteTime |Получае, или задает время последней
jтекущий файл или каталог.

операции записи в

Name iПопучч., имя данного экземпляра DirectoryInfo.
Parent

| 

Попу., u., родительский каталог заданного подкатЕчIога.

Root ]Цqдуч.: корневой элемент пути

Иьля описание
Сrеаtе ( ) Создает катiшог.
CreateSubdirectory Создает один или несколько подкатtlJIогов по

заданному пути. Путь может быть задан
относительно текущего экземпляра
класса DirectoryInfo.

Delete ( ) Уда-llяет этот DirectoryInfo, если он пуст.
EnumerateDi rectories (

)

Возвращает перечисляемую коллекцию сведений о
кат€UIогах в текущем каталоге.

EnumerateEiles ( ) Возвращает перечисляемую коллекцию сведений о

файлах в текущем кат€шоге.

Enumerate Ei IeSystemln
€ллl\r\-rD \ i

Возвращает перечисляемую коллекцию сведений о

файловой системе текущего катiLпога.

Equa1 Определяет, равен ли заданный объект текущему
объекту.

GetDirectories ( ) Возвращает подкатiulоги текущего катiLlога.

GetЕiles ( ) Возвращает список файлов текущего катЕLтога.

GetEileSystemlnfos ( ) Возвращает массив строго типизированных
объектов FileSystemlnfo, представляющих все файлы
и подкаталоги в том или ином катапоге.

MoveTo Перемещает экземпляр Directorylnfo и его
содержимое в местоположение, на которое указывает
новый путь.

Refresh обновляет состояние объекга.
ToString Возвращает исходный путь, переданный

пользователем.

м bl

Поряёок выполненuя рабоmы
1. Ознакомиться с теоретическими положениями, приведенными в

данных методических ук€ваниях (МУ), а также с конспектом лекций по
данной теме.
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2. Разработать пример 1 (с классом Eile) по инструкциям,
приведенным в tryнкте <Краткие теоретические положения). Изучить
возможности использования класса Ei]-e.

З. Разработать пример 2 (с классом EileInfo) по инструкциям,
приведенным в пункте <Краткие теоретические положения)). Изучить
возможности использования класса Eile Inf о.

4. Разработать программу по своему варианту. Варианты заданий см. в
таблицах | и 2. Таблица 1 задает тип приложения: консольное или Windows
Fоrms Application. Таблица 2 задает набор необходимых для реuLпизации
функций.

Требованuя к оmчеmу по рабоmе
Отчет по работе должен содержать: нzввание и цель работы; фамилию,

инициalлы и номер группы студента, выполнившего ЛР; номер варианта; для
каждого из заданий - текст задачи по своему варианту, результаты работы
программы для разных наборов исходных данных; краткое описание
использованных методов и своЙств кJIассов Directory, DirectoryInf о,
Eile, EileInfo.

]. Тuп uя

dля2

Консольное приложение windows Fоrms
приложение

Варианты нечетные четные

ЛЪ варианта
Функции

1 2 3 4 5 б 7 8 9 10 11 |2 13 l4 15 1б |7 19 20

Создание
текстового

файла в
текущей папке

+ + + +

Создание
текстового

файла в
произвольной
папке

+ + + +

,Щобавление
указанной
строки в
текстовый
файл

+ + + + +
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Чтение
текстового

файла в
текущей паrrке

+ + + +

Чтение
текстового

файла в
произвольной
папке

+ + + +

Копирование
файла в
текущей папке

+ + + + + +

Копирование
файла по

указанному
пути

+ + + + + +

Уда-гlение

указанного
пользователем
файла

+ + + + + +

Вывод списка
всех файлов в
текущей папке

+ + + + +

Вывод списка
всех файлов в

указанной
папке

+ + + +

Вывод даты
создания всех

файлов в
текущей папке

+ + +

Вывод имени и

размера всех

файлов в

указанной
папке

+ + + +

Вывод имени и
даты
изменения всех

файлов в
папке,

родительской
по отношению
к текущей

+ + +

Вывод полной
информачии о
запрошенном
пользователем
файле

+ + +
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Вывод списка
всех катаJIогов
в текущем
катаJIоге

+ + + + +

Вывод списка
всех катi}логов
в корневом
катzLпоге
текущего диска

+ + + +

Вывод имен и
дат создания
всех каталогов
в указанном
каталоге

+ + + + +

Вывод списка
всех каталогов
в родительском
каталоге с

указанием
даты создания

+ + + + +

Создание
каталога

+ + + + + + + + +

Удаление
катаJIога

+ + + + + +

Определение
суммарного
pttзМepa всех
файлов в

указанном
каталоге

+ + +

Поиск файла в
текущем
катаJIоге

+ + + +

Поиск файла в

указанном
каталоге

+ + + +

Поиск
подкаталога по
имени в

указанном
катаJIоге

+ + + +

Перейти из
текущего
каталога на
один уровень
вверх

+ + + +

Сменить
текущий
каталог

+ + + +

М варианта 1 2 3 4 э 6 7 8 9 10 11 12 13 l4 15 16 |7 18 19 20
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Лабораторная работа 4.
Работа со строками

Щель работы: изучение принципов работы со строками, а также
повторение методов работы с текстовыми файлами в среде программирования
MS Visual С++.

Краm Kue /пеоре m u ч ес кч е положен ч я
Использованuе odHoMepшbtx массuвов dля храненuя сmрок

Одномерные массивы могут использоваться для хранения символьных
строк. В С++ строка - это символьный массив, который завершается нулевым
символом ('\0'). При определении длины символьного массива необходимо

учитывать признак завершения строки и задавать длину массива на 1 больше
длины самой строки.

Строку-массив можно инициаJIизировать при объявлении строковым
литер€Lпом (списком символов, заключенным в кавычки). Например:

char str I I21:"Hello д1l ! \n";

В конец строки не нужно добавлять нулевые символы. Компилятор С++
сделает это самостоятельно. Следовательно, строка "Hello A1I ! \n" булет

ршмещаться в памяти, как ук€вано на рисунке:

Номер
символа

0 1 2 3 4 5 6 1 в 9 10 11

Символ н е l I о А 1 1 I \n

Обработка строк обычно связана с перебором всех символов от наччLпа

до конца строки. Признаком конца такого перебора является обнаружение
нулевого символа. Например, можно использовать оператор цикJIа while для
просмотра всех элементов строки:

while (str ti] ) {/ / что-нибудь делать }

В этом примере цикл повторяет свое выполнение, пока str[i] не
получит нулевого значения.

Пример. Программа вводит символьную строку и обращает ее (меняет
порядок символов на обратный).

сhаr с| str[80];
int l;

gets (str);
for ( i:0; i(: ( strlen ( str ) -I) / 2; i++;

{ c:str Ii ] ,.

str Ii]:str Istrlen (str) _i_1] ;
str Istrlen ( str) -i-1] :с;
}

puts (str);
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Счumьtванuе сmрок с кпавuаmурьl
Проще всего в консольном приложении считать строку с клавиатуры,

создав массив, который примет эту строку, и использовав инструкцию cin }).
Например:

#include (iostream)
#include (conio. h)
using nErmespace std;

int main ( )

сочt (( str,, getch(); return 0;
}

Однако, несмотря на то, что эта программа формально корректна, она не
лишена недостатков. Рассмотрим следующ ий вариант ее применения :

Enter а string: Неllо А11 !

This string was entered: Неllо
При выводе строки, введенной с клавиатуры, программа отображает

только слово KHello)), а не всю строку. ,.Щело в том, что оператор (>>)
прекращает считывать строку, как только встречает символ пробела,
табуляции или новой строки (эти символы иногда называются пробельньlл,lu).

.Щля решения этой проблемы можно использовать библиотечную функцию
gets () , а в качестве арryмента передавать ей имя массива. Функция
gets ( ) считывает строку до тех пор, пока пользователь при вводе строки не
нажмет кJIавишу "Enter".

#lnclude (iostream)
#include (conio.h)
#include (cstdio)
using namespace std;

int main ( )

}

Эта программа будет работать корректно.

При использовании оператора (>>) и функции gets ( ) следует иметь в
виду, что они не выполняют проверки на отсутствие нарушения границ
массива. Поэтому, если пользователь введет строку, длина котороЙ превышает
размер массива, возможна некорректнzш работа программы и даже ее
(зависание).
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HeKomopble бuблuоmечньле функцuu dля обрабоmкu сmрок
Определение длины строки str выполняет функция strlen ( str) .

Например: int k: strlen(str);
Копирование строк выполняет функция strcpy ( to, from) .

Содержимое строки f rоm копируется в строку to. Например:
#include <iostream)
#include (conio.h)
#include (cstring)
using namespace std;

int main ( )

{char strIB0] ; strcpy(strr "Hel1o!") ;

rеturп 0;
}

Объединение строк выполняет функция strcat (s1, s2), KoTopEuI

присоединяет строку s2 к s1. При этом строка s2 не изменяется. Обе
строки должны завершаться нулевым символом. Результат вызова этой

функции, то есть результирующая строка sl также будет завершаться нулевым
символом. Пример:

#include (iostream)
#iпсludе <conio.h>
#include (cstring)
using namespace std;

int main ( )

{char s1[20], s2L1,0J; strcpy(s1, "Hello ") ;

strcpy(s2, "All!\n") ; strcat(sl,s2) ;

}

Сравнение строк выполняет функция strcmp(s1, s2), котор€uI

сравнивает строку s2 и s1 и возвращает целый результат, равный 0, если
они равны, и другое значение, если строки не равны.

/ /Прvмер 1 чтения файла с символами.
//Подсчет количества букв |й' в файле.
#include (conio.h)
#include (iostream)
#include (fstream)
using паmеsрасе std;

int main (void)
{int k:Ors:0; сhаr с;

setloca]_e (LC ALL, "Russian" ) ,,
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ifstream in ( "Буквы. txt" ) ;
i f ( ! ln ) { cout(( "НЕ удается открыть файл. \n",, return 1,; }

while (!in.eof ()) {in>>c; if (с :: 'й') k++;
S++ r,

}

in.close();

getch(); return 0;
}

/ / Прrааер 2 . Протралааа посимвольното копr{ров ания файлов .

#include (conio.h)
#include (iostream)
#include {fstream>
using паmеsрасе std;

int main (void)
{ int s:0 ,, char с;

setlocale (LC ALL, "Russian" ) ;

ifstream f1 ("Пример1.txt", ios::binary) ,,

ofstream f2 ("Пример2. txt", ios : :Ьiпаrу) ;

if (!f 1 l l !f2) {cout(( "НЕ удается открыть файл. \n",.
return 1,;

}

whlle (!fl.eof())
{c:f1.9et();
if (fl.eof())

файле
/ / а можно так: f2.put (с) ;

S**;
}

fl.close();
f2.close();

getch(); return 0;
}

Рабоmа с формалчtu
Интегрированная среда разработки приложений Visual Studio.NET

является удобной средой для разработки как консольных приложений, так и
приложениЙ MS Windows, имеющих стандартныЙ графическиЙ интерфеЙс,
известный также как GUI - интерфейс (GUI - Graphic User Interface). В
интегрированной среде программирования Visual С++ (IDE VС++;

break; //Иначе посл.символ исходного файла
/ /повrоряется лишний раз в вых.
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приложения, имеющие графический интерфейс н€lзываются lЦiпdоws Forms
Дррliсаtiоп"

Основным компонентом среды визу€Lпьного программирования является

форма (Fоrm). Форма - это конmейнер, в который помещаются ост€Lпьные
элементы приложения, определяющие впоследствии всю функцион€lJIьность
приложения. В форме можно разместить р€tзличные визуЕLпьные коJчrпоненmьl
(элементы управления), такие как кнопка, текстовое поле для ввода данных,
список, поле со списком и т.д. .Щля работы формами используется duзайнер

форr.
Прll создании нового проекта типа Windows Fоrms Application

автоматически создается форма Fоrm1. Вместе с ней создается специальный
программный модуль с именем формы и расширением.h (Fоrml.h).В этом
модуле находится описание формы и в нем же булут располагаться
обработчики событий компонентов.

vс++ оформляет создаваемое приложение в виде двух контейнеров,
вложенных один в другой. Один (главный контейнер) называется Sоlutiоп
(решение), а лругой Project (проект). Проект является каркасом или
контейнером, объединяющим группу файлов. В рамках проекта создается
программа, подлежащая исполнению, то есть откомпилированная и
построенн€ш. Каждый проект содержит по крайней мере две
подконфигурации: отладочную и обычную (исполняемую). Проекты входят в
Solution (решение или групповой проект), которое может содержать
множество объединенных проектов. В простейшем случае Solution содержит
один проект. Для работы с групповым проектом используется
инструмент€tльное окно Solution Ехрlоrеr. Следует отметить, что не все

файлы проекта отображаются в окне Solution Ехрlоrеr.

OcHoBHbte окна Visual Studio прu созdанuu ново2о проекmа
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Для созdанuя прuJtпrcенuя с zрофuческutи uнmерфейсом в
интегрированной среде Visual Studio 200512008 необходимо выбрать в меню
File следующую последовательность опций: Nerv -> Project -> Visual С++ ->
Windows Fоrms Application. После этого определяем имя проекта в поле
Nаmе и местонахождение кат€Lпога с файлами проекта в поле Location и
нажимаем ОК. В результате этих действий создается заготовка приложения
типа Windows Fоrms Application.

Основную часть экрана займет окно duзайнера фор, (закладка с
н€вванием Fоrml.h [Design]), в нем булет открыто окно с заголовком Fоrm1 -
заготовка форwtьt приложения. В форме можно р€вместить рчвличные
коJчtпоненmьt (элементы управления), такие как кнопка, текстовое поле для
ввода данных, список, поле со списком и т.д. В общем сл}п{ае приложение
может иметь много фор*.

Компоненты, размещаемые в форме,
позволяют пользователю программы выполнять

р€tзличные действия, например, щелкать на кнопках
или вводить данные. Назовем некоторые
компоненты: _LabeJ - надпись, Вu ttоп - кнопка,
TextBox текстовое поле (позволяет
пользователю вводить новый или редактировать
имеющийся текст), CheckBox флажок для
включениJI или откJIючения опций, Radi oButton
- переключатель, позволяет выбирать один элемент
из группы. Для добавления в формы проекта

различных компонентов используется панель
ToolBox. .Щоступ к ней можно получить с помощью
меню Yiew I Toolbox.

Свойства компонентов. Все компоненты,

рzвмещаемые в формах, имеют уникzLпьные имена.
Имя компонента, как известно, задается с помощью
свойства Nаmе. По умолчанию в свойстве Name

устанавливается значение, равное типу элемента

управления с порядковым номером в конце. Так,
например, для первой формы в проекте свойство
Nаmе будет равно Еоrm1 и т.д. Можно изменить
имя компонента во время работы над приложением.

В окне Properties (свойства) можно
просматривать и изменять свойсmва коJиопненmов) в
том числе и форr. Каждый объект имеет свой
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собственный набор описывающих его свойств. Некоторые свойства есть почти

у всех компонентов: l/аmе (Имя), Left (позиция элемента управления
относительно левого края его контейнера), Тор (позиция элемента
относительно верхнего края его контейнера), Height (высота), Width
(ширина), ЕпаЬ7еd (определяет, можно ли пользователю работать с этим
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компонентом), Vis ib]-e (видимость во время выполнения программы), Text
(подпись), Fопt (шрифт) и т.д.

В режиме проектирования манипулирование свойствами осуществляется
с помощью,.Щизайнера Форм или в окне Рrореrtiеs. Например, для того чтобы
изменить свойства Height (высоту) и Width (ширину) кнопки, достаточно
"зацепить" мышкой за любой ее угол и р€lздвинуть до нужного представления.
Того же результата можно добиться, просто подставив новые значения
свойств Height и Width в окне Рrореrtiеs.

С лругой стороны, в режиме выполнения программист имеет
возможность не только манипулировать всеми свойствами, отображаемыми в
окне Рrореrtiеs, но и управлять более обширным их списком. В режиме
выполнения невозможно использовать окно Properties. Однако, доступ к
свойствам компонентов довольно легко получить программным путем. Щля
изменения какого-либо свойства Вы должны написать строчку кода
анаJIогично следующей :

MyComponent->Width : З5;
Например, если в форме имеется кнопка buttonl, то можно изменить

ее свойства следующим образом:
button1-)Text : "Нажми на меня";
button1->Left : 200;

При этом новое значение для свойства Text указывается в кавычках,
так как оно имеет строковый тип, а для свойства Left - без кавычек, так как
оно имеет числовой тип.

События и обработки событий. С компонентами связаны собьtmuя,
которые происходят в момент воздействия на компонент чего-либо. Собьtmuе

- действие, вызывающее реакцию объекта, например, нажатие клавиши на
клавиатуре или кнопки мыши. С помощью свойств, связанных с событиями,
можно указать, что при возникновении события следует выполнить
определенную функцию обработки событий. Обрабоmчuк собьtmuя
гIредставляет собой фрагмент программного кода, который выполняется в

ответ на некоторое событие. Создав специЕLльную функцию обработки этого
события, можно запрограммировать некоторую реакцию на это действие.

Заготовка обработчика события формируется следующим образом: надо
открыть вкладку Events (события) в окне Рrореrtiеs, выбрать нужное событие
(например, Click) и дважды щелкнуть мышкой в поле этого события. Среда
гIрограммирования сразу создает в h-файле формы заготовку: заголовок

функции, которая должна булет выполняться, как только наступить
соответствующее событие, и пустое тело функции (открывающую и
закрывающую фигурные скобки), в которое мы должны вписать свои
инструкции на С**, отражающие алгоритм реакции на событие.

Компоненты, размещаемые в форме, позволяют пользователю
программы выполнять различные действия, например, щелкать на
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кнопках или вводить данные. Рассмотрим наиболее часто используемые
элементы управления, размещенные на панели Toolbox.

Button - прямоугольнЕuI кнопка с надписью. Поместив Button на

форrу, Вы по двойному щелчку можете создать заготовку обработчика
события нажатия кнопки. ,Щалее нужно заполнить заготовку кодом. Вот
основные своЙства элемента управления Button: Left (позиция элемента

управления относительно левого края его контейнера), 7ор (позиция элемента
относительно верхнего края его контейнера), Height (высота), Width
(ширина), ЕпаЬ7еd (определяет, можно ли пользователю работать с этим
элементом управления), Visib]-e (видимость во время выполнения
программы), Text (подпись). Все ук€}занные свойства можно менять как во
время разработки программы, так и во время ее работы. Чтобы изменить
свойства кнопки во время работы программы, необходимо в процедуре
использовать команду вида:
названиеэлемента-)названиесвойства : Новоезначение;

Например, если в форме имеется кнопка cmd1, то можно изменить ее
свойства следующим образом:

cmd1-)Text : "Нажми на меня";
cmd1->Left : 200;

При этом новое значение для свойства Text ук€Lзывается в кавычках,
так как оно имеет тип String, а для свойства Left - без кавычек, так как оно
имеет числовой тип.

Labe1 служит для отображения текста на экране. Вы можете изменить
шрифт и цвет надписи, если щелкнете на кнопке с троеточием в строке Font в
окне Properties. Текст надписи является значением свойства Text. Свойство
TextAlign определяет способ выравнивания текста. Вывести текст в
надпись во время работы программы можно, например, так:

Labe11->Text : "Введите число:";
TextBox - стандартный управляющий элемент Windows дJuI ввода. Он

может быть использован для отображения короткого фрагмента текста и
позволяет пользователю вводить текст во время выполнения программы.
Начальное содержимое области редактирования определяет строка,
являющаяся значением свойства Text.

Свойство Eont определяет параметры шрифта текстового поля.
Установив свойство ReadOnly в значение Тruе, мы запрещаем пользователю
программы вводить данные в текстовое поле. Свойство MultiLlne позволяет

установить возможность вывода текста в несколъко строк. Свойство
TextAl i gn определяет способ выравнивания текста.

Элементы управления CheckBox и RadioButton часто используются
при программировании. CheckBox это флажок для включения или
отключения опциЙ, а RadioButton - переключатель, который позволяет
выбирать один элемент из группы.
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Основные своЙства элементов управления CheckBox и RadioButton:
lйаmе - имя элемента; Техt - подпись; Checked - признак того, что элемент
выбран; Left, Тор - определяет положение элемента; Height, Width -
задают р€Lзмеры элемента. Свойство Checked для компонентов CheckBox и
RadioButton равно True, если переключатель выбран и Ealse, если
элемент не выбран.

Щля добавления в формы проекта р€вличных компонентов используется
панель ToolBox. Щоступ к ней можно получить с помощью меню Viеw 

I

Toolbox.

Рабоmа со cmpoвOJl|u в прtlлохсенuях Wiпdоу,s Forms
Класс String позволяет работать со Uпiсоdе-строками в Windows

Fоrms-приложениях. Создание новой пустой строки str производи,гQя
следующим образом:

String ^str;
Затем переменную str можно использовать для хранения строк,

например:

str : textBoxl-)Text;
Создание и использование новой непустой строки может быть

выполнено так:
String ^str : "Неllо А11 ! ";
textBox2 -)Text:str;

Класс String содержит свойства и методы, позволяющие работать со
строками: определять длину строки, обращаться к отдельным символам,
копировать, сравнивать строки и т.д.Все эти свойства и методы описаны в

справочной системе в р€вделе String Members.
Рассмотрим некоторые возможности класса String.
Определение длины строки (Пример 3). Свойство Length объекта

класса String содержит количество символов в строке. Пример. Разместим в

форме 2 текстовых поля и кнопку кОпределить длину строки>. Текст функчии
обработки нажатия кнопки :

prlvate: System: :Void buttonl_Click(System: :Object^ sender,
System::EventArgs^ е)

^Str{ String
int k;
str = textBox1-)Text;
k - str ->Length;
textBox2-)Text :

Convert: :ToString (k) ;

}

Результат работы программы
представлен на рисунке.

All!

10

Найти ллинg строки

Вввдитв строкg

Реэgльтат
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Paul

Desmand

рачl Desmand

Введите cтpoKg

Введите cтpoкg

Реэgльтат

_ .,tr )t,,Ж Работа со строкаlt|и

Объединение строк может быть выполнено с помощью операции ((+)).

(Пример 4):
private: System: :Void button2_Click(System: :Object^ sender,

System::EventArgs^ е)
{String ^st11, nstr2 

;

str1 : textBox1-)Text;
sLr2 : tехtВохЗ-)Техt;
textBox2-)Text : str1 +

" ll +sLr2;
}

позволяет получить из строки подстроку. При этом sta rtrлdех - начапьная
позиция, с которой брать подстроку,
а 7ength -- длина подстроки.
Например, этот метод можно
исIIользовать для получения одного
символа из строки (Пример 5):
private: System::Void

ЬuttопЗ_Сliсk ( System: :

Object^ sender,
System::EventArgs^ е)

{String ^str1, nsLr2 ; int
k;

str1 textBox1-)Text,,
k : Convert : :ТоIпtЗ2 (tехtВохЗ-)Техt),,
str2:str1-)Substring ( k, 1 ) ;
textBox2-)Text : sLr2;
}

ПоряOок въlполненuя рабоmы
1. Ознакомиться с теоретическими положениями) приведенными в

данных методических указаниях (МУ), а также с конспектом лекций по
данной теме.

2. Проверить работу примеров (1-3), приведенных в тексте МУ.
Показать результаты преподавателю.

3. Разработать 2 программы по своему варианту. Варианты заданий см. в
таблице. OdHy uз проераj|4]чl ресuluзоваmь как Lliпdows Forms Дррliсаtiоп.
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Требованuя к оmчеmу по рабоmе
Отчет по работе должен содержать: н€ввание и цель работы; фамилию,

иници€}лы и номер группы студента, выполнившего ЛР; номер варианта; для
каждого из заданий - текст задачи по своему варианту, результаты работы

для €lзных исходных данных.
Вар. Задание

1 1. Дан фаI;IJI, содержапий текст на русском языке и некотOрые два слова.
Определlа:гь, сколько рaв они встреч€lются в тексте и сколько из чих 

-непосредствеtшо друг за др}тOм.
2. В текgговом поле зЕlIIисЕlна строка. Подсчитать количество букв ((я)) в
последнем ее слове.

2 1. Дан файл, содержащий текст, набранный заглавными русскими
буквами. Провести частотный анiшиз текста, т. е. указать (в

процентах), сколько раз встречается та илииная буква.
2. В тексrOвом поле дана строка, заканчивающаяся точкой. Подсчитать,
сколько слов в строке.

з 1. Подготовить текстовый файл Strokal.txt со строкой на русском
языке. Разработать программу, удitляющую все буквы ((а)) из строки в

файле и записывающую сцоку-результат в новый файл Stroka2.txt.
2. В текстовом поле записана строка, содержащая текст,
заканчивающийся точкой. Вывести на экран слова, содержащие три
буквы.

4 1. !ан файл, содержащий произвольный текст и некоторая буква.
Определить, сколько слов в тексте начинается на укiванную букву.
Результат записать в новый файл. (Слова моryт рzвделяться только
одним пробелом, точкой и пробелом, запятой и пробелом).
2, В текстовом поле записана исходная строка. Преобразовать ее,

удilлив каждый символ * и повторив каждый символ, отличный от *.

5 1. Щаны файл, содержащий текgг на русском языке, и некоторые буквы.
Найти слово, содержащее наибольшее колиtIество указаItrъD( бутв.
2. В текgговом поле зtшисiша строка, содержащая буквы латинского
алфавита и цифры. Вывести на экран длину наибольшей
последовательности цифр, идущих подряд.

6 1. Щан файл, содержащий текст на русском языке. Составить в iul-

фавитном порядке список всех слов, встречающихся в этом тексте.
2. В текоговом поле зiшисана строка. Найти в нем те слова, которые
начинаются и оканчиваются одной и той же буквой.

7 1. Щан файл, содержащий произвольный текст. Ввести с кJIавиатуры
слово. Определить, содержится ли заданное слово в тексте. Результат
записать в новый файл. (Слова моryт разделяться только одним
пробелом, точкой и пробелом, запятой и пробелом).
2. В текстовом поле записана строка, содержащая текст,
заканчивающийся точкой. Вывести в другое текстовое поле слова,
содержащие ровно четыре буквы.

8 1. .Щан файл, содержащий произвольный текст. Определить, сколько
слов в тексте. Результат записать в новый файл. (Слова моryт
рЕвделяться только одним пробелом, точкой и пробелом, запятой и
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пробелом).
2. В тексrOвом поле записана строка. Найти длину самого короткого
слова и самого длинного слова.

9 1. !ан файл, содержащий произвольный текст. Определить, сколько

раз встречается в нем самое длинное слово. Результат записать в
новый файл.
2. В тексговомполезаписана строка. Определить, сколько слов в строке.
Результат записать в новый файл. (Слова могут разделяться только
одним пробелом, точкой и пробелом, запятой и пробелом).

l0 1. !ан файл, содержащий текст на русском языке. В предложениJIх
некоторые из слов записаны подряд несколько раз (предложение
заканчивается точкой или восклицательным знаком). Получить в
новом файле отредактированный текст, в котором удaлены повторные
вхождения слов в предложениях.
2. В тексговом поле записана строка, содержащая произвольный текст.
Создать новый файл и переписать в него текст из исходного файла,
заменив каждую пару подряд идущих символов "а" (т.е. "аа") на "А".
Остальные символы и их порядок не должны измениться.

11 1. В файле записан текст. Подсчитать, сколько слов в строке. (Слова
моryт рiвделяться только одним пробелом, точкой и пробелом, запятой
и пробелом).
2. В тексговом поле записана строка. Найти в нем те слова, которые
начинаются и оканчиваются одной и той же буквой.

|2 l. В файле записана строка символов, среди которых есть знак вопроса
(?). Опрелелить, сколько символов ему предшествует.
2. В тексrовом поле слова зашифров каждое из них записано
наоборот. Расшифровать сообщение.

13 1. Щаны файл, содержащий текgг на русском языке, и некоторые буквы.
Найти слово, содержащее наибольшее колиtIество укtr}аrпъD( бусв.
2. ,Щаны два текстовых поля Д и В. Составьте программу,
проверяющую, можно ли из букв, входящих в l, составить .В (буквы
можно использовать не более одного раза и можно переставлять).
Например, Д: ИНТЕГРАЛ; В: АТЕЛЬЕ 

- 
составить нельзя; В., ГРАНТ

- 
составить можно.

|4 1. В файле записана строка, содержащая текст. Найти длину самого
короткого слова и самого длинного слова.
2. В текстовом поле записана строка. Подсчитать количество букв <я>

в последнем ее слове.

15 1. !ан файл, содержащий текст на русском языке и некоторые два
слова. Определить, сколько раз они встречаются в тексте и сколько из
них 

- 
непосредственно друг за другом.

2. В тексговомполезаписана строка. Определить, чего в ней содержится
больше: русских букв или цифр.

16 1. Дан файл, содержащий текст, набранный заглавными русскими
буквами, Провести частотный анiulиз текста, т. е. укчIзать (в
процентах), сколько раз встречается та илииная буква.
2. В текстовом поле записана строка, содержащая текст,
заканчивающийся точкой. Вывести на экран слова, содержащие три
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буквы.

17 1. Подготовить текстовый файл Strokal.txt со строкой на русском
языке. Разработать программу, уд€Lляющую все буквы ((а> из строки в

файле и записывающую строку-результат в новый файл Stroka2.txt,
2. В текстовом поле дана строка, заканчивающаяся точкой.
Подсчитать, сколько слов в строке.

18 l. Дан файл, содержащий произвольный текст и некоторая буква.
Определить, сколько слов в тексте начинается на укшанную букву.
Результат записать в новый файл. (Слова могут рi}зделяться только
одним пробелом, точкой и пробелом, запятой и пробелом).
2. В текстовом поле записана строка. Найти в нем те слова, которые
начинаются и оканчиваются одной и той же буквой.

19 1. ,Щаны файл, содержащий текст на русском языке, и некоторые
буквы. Найти слово, содержащее наибольшее количество указанных
букв.
2. В текстовом поле записана исходная строка. Преобразовать ее,

удiUIив каждый символ * и повторив каждый символ, отличный от *.

20 1. ,Щан файл, содержащий текст на русском языке. Составить в ал-

фавитном порядке список всех слов, встречающихся в этом тексте.
2. В текстовом поле записана строка, содержащая буквы латинского
алфавита и чифры. Вывести на экран длину наибольшей
последовательности цифр, идущих подряд.

2| 1. Щан файл, содержащий произвольный текст. Ввести с кJIавиатуры
слово. Определить, содержится ли заданное слово в тексте. Результат
записать в новый файл. (Слова могут рiвделяться только одним
пробелом, точкой и пробелом, запятой и пробелом).
2. В текстовом поле записана строка. Найти длину самого короткого
слова и самого длинного слова,

22 1. Щан файл, содержащий произвольный текст. Определить, сколько
слов в тексте. Результат записать в новый файл. (Слова могут

р€tзделяться только одним пробелом, точкой и пробелом, запятой и
пробелом).
2. В текстовом поле записана строка, содержащая текст,
заканчивающийся точкой. Вывести в другое текстовое поле слова,
содержащие ровно четыре буквы.
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Тема 2.2 Линейное программирование 
 

Занятие 1. Решение задачи оптимального планирования 
1.Теоретическая часть 

Симплексный метод решения задачи линейного 

программирования основан на переходе от одного опорного плана к 

другому, при котором значение левой функции возрастает (при условии, 

что данная задача имеет оптимальный план и каждый ее опорный план 

является невырожденным). Указанный переход возможен, если известен 

какой-нибудь исходный опорный план. Рассмотрим задачу, для которой 

этот план можно непосредственно записать. 
Пусть требуется найти максимальное значение функции 
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План     X     =      (х1,х2,…xn) называется опорным планом задачи 

линейного    программирования, если система векторов А1:.А2:..An. 
входящих в разложение (14) с положительными величинами Xj >0 (i = 1,n), 
линейно независима. Опорный план называется невырожденным, если он 

содержит ровно т  положительных компонент, иначе -вырожденным. 
 Так как b1A1+b2A2+...bnAn=B, то вектор X=(bj,b2, ...bn„,0,... 0) 

является опорным планом данной задачи (последние п-т компонент 

вектора равны 0). 
Этот план определяется системой единичных векторов A1,A2,...,Am, 

которые образуют базис m-мерного пространства. Поэтому каждый из 

векторов Ai,A2,...,Am а также вектор В могут быть представлены в виде 

линейной комбинации векторов данного базиса 

 
Опорный план X =(х1,х 2 , - - -х  n;0,0,...0) задачи (13)-(15) 

Если к <0 для некоторого.i=k и среди чисел aik(i=  l,m) нет 

положительных (а,к <0), то целевая функция (13) задачи (13)- (15) не 

ограничена на множестве ее планов. 
Если опорный план X задачи (13) - (15) не вырожден и к <0, но 

среди чисел alk есть положительные (не все alk<0), то существует 

опорный- план X такой, что F(X )>F(X). 
Сформулированные положения позволяют проверить, является ли 

найденный опорный  план оптимальным, и  выявить целесообразность 

перехода к новому опорному плану. 
Исследование опорного плана на оптимальность, а также дальнейший 

вычислительный процесс удобнее вести,, если условия задачи 
и первоначальные данные, полученные после 

определения  исходного опорного плана, записать 

в виде табл.8.;::. 
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В столбце Сб этой таблицы записывают коэффициенты при 

неизвестных (целевой функции, имеющие те же индексы, что и 

векторы данного базиса. В .столбце В записывают положительные 

компоненты исходного опорного плана, в нем же в результате вычислений 

получают положительные компоненты оптимального плана. Столбцы векторов Aj 
представляют собой коэффициенты разложения этих векторов по векторам 

данного базиса. В табл.8 первые т строк определяются исходными 

данными задачи, а показатели (т+1)-й строки вычисляют. В этой строке 

в столбце вектора В записывают значение целевой функции, которое 

она принимает при данном опорном плане, а в столбце вектора А,-
значение Aj =Zj-Cj. 
Значение величины z находится как скалярное произведение вектора 

 
Значение Fo равно произведению вектора Сб на вектор В: 


=

==
m

i
ijiacF

1
0 n)1,(j      

После заполнения табл.8 исходный опорный план проверяют на 

оптимальность. Для этого просматривают элементы (m+1)-й строки 

таблицы. В результате может иметь место один из следующих трех 

случаев: 
1. j > 0 для j =m+l, m+2, ..., n (при j =l.m, Zj = с j .  Поэтому в 

данном случае числа j>0 для всех j от 1 до n; 
2. j<0  для  некоторого j, и все соответствующие этому индексу 

величины а ij<0 (i=l,m) 
3. j<0 для некоторых индексов j, и для каждого такого j по крайней 

мере одно из чисел аij положительно. 
В первом случае исходный опорный план является оптимальным. 
Во втором случае целевая функция не ограничена сверху на 

множестве планов. 
В третьем случае можно перейти от исходного плана к новому 

опорному плану, при котором значение целевой функции увеличится.  
Этот переход от одного опорного плана к другому осуществляется 

исключением из исходного базиса какого -нибудь из векторов и 

введением в него нового вектора. В качестве вектора, вводимого в базис, 

можно взять любой из векторов А, имеющий индекс j, для которого j < 0 . 
Пусть, например, к < 0 и решено ввести в базис вектор Ак. 

Для определения вектора, подлежащего исключению из базиса, 

находят min(bj/ak) для всех aik >Q. Пусть этот минимум достигается при i 
= r. Тогда из базиса исключают вектор Аr а число аr называют 

разрешающим элементом. Столбец и строку, на пересечении которых 

находится разрешающий элемент, называют направляющими.  
После выделения направляющей строки и направляющего столбца 

находят новый опорный план и коэффициенты разложения векторов Аi, 
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через векторы нового базиса, соответствующего новому опорному плану. 

Это легко реализовать, если воспользоваться методом Жордана- Гаусса. 
При этом можно показать, что положительные компоненты нового 

опорного плана вычисляются по формулам, 
 
 
 
  

а коэффициенты 

разложения векторов а, пересчитываются через векторы нового базиса, 

соответствующего новому опорному плану 

 
После вычисления Ь, и а1} согласно формулам (16) и (17) их значения заносят 

в табл.9. Элементы (т+1)-й строки этой таблицы могут .быть вычислены 

либо по формулам 

 
либо на основании их определения. 

Наличие двух способов нахождения элементов (n+1)-й строки позволяет 

осуществлять контроль правильности проводимых вычислений. 
Из формулы (18) следует, что при переходе от одного опорного плана к другому 

наиболее целесообразно ввести в базис вектор Аj (переменную х,j имеющий индекс 

j, при котором максимальным по абсолютной величине является число (br,arj) 
j<0, ап >0). Однако с целью упрощения вычислительного процесса в 

дальнейшем будем вектор, вводимый в базис, определять исходя из 

максимальной абсолютной величины отрицательных чисел i j .  Если же 

таких чисел несколько, то в базис будем вводить вектор, имеющий такой; 

индекс, как и максимальное из чисел С i j , определяемых данными числами j. 
Итак, переход от одного опорного плана к другому сводится к 

переходу от одной симплекс-таблицы к другой. Элементы новой симплекс-
таблицы можно вычислить как с помощью рекуррентных формул (16) - (19), 
так и по правилам, непосредственно вытекающим из них. Эти правила 

состоят в следующем. 
В столбцах векторов, входящих в базис, на пересечении строк и 

столбцов одноименных векторов проставляются единицы, а все остальные 

элементы данных столбцов полагают равными нулю. Элементы векторов Аi и 

Aj   в строке новой симплекс-таблицы, в которой записан вектор, вводимый в базис, 

получают из элементов этой же строки исходной таблицы делением их на величину 

разрешающего элемента. В столбце С6  в строке вводимого вектора проставляют 

величину сr, где к - индекс вводимого вектора. 



 7 

Остальные элементы столбцов вектора Аi и Аj новой симплекс-таблицы 

вычисляют по правилу треугольника. Для вычисления какого-нибудь из 

элементов находят три числа: 
1)число, стоящее в исходной симплекс-таблице на месте искомого элемента 

новой симплекс-таблицы; 
2)число, стоящее в исходной симплекс-таблице на пересечении строки, в 

которой находится искомый элемент новой симплекс-таблицы, и столбца, 

соответствующего вектору, вводимому в базис; 
3)число, стоящее в новой симплекс-таблице на пересечении столбца, в 

котором стоит Искомый элемент, и строки вновь вводимого в базис вектора (как 

отмечено выше, эта строка получается из строки исходной симплекс-таблицы 

делением ее элементов на разрешающий элемент). 
Эти три .числа, образуют своеобразный треугольник, две вершины которого 

соответствуют числам, находящимся в исходной симплекс-таблице, а третья -
числу, находящемуся в новой симплекс-таблице. Для определения искомого 

элемента новой симплекс-таблицы из первого числа вычитают 

произведение второго и третьего. После заполнения новой симплекс -
таблицы просматривают элементы (m+1)-й строки. Если все z'j — Cj > 0, то 

новый опорный план является оптимальным. Если же среди указанных 

чисел имеются отрицательные, то, используя описанную выше 

последовательность действий, находят новый опорный план. Этот процесс 

продолжают до тех пор, пока либо не получают оптимальный план задачи, 

либо устанавливают ее неразрешимость. 
Примечание. Если задача имеет вырожденные опорные планы, то на 

одной из итераций одна или несколько переменных опорного плана могут 

оказаться равными нулю. Таким образом, при переходе от одного опорного 

плана к другому значение функции может остаться прежним. Более того, 

возможен случай, когда функция сохраняет свое значение в течение нескольких 

итераций, а также возможен возврат к первоначальному базису. В последнем 

случае обычно говорят, что произошло зацикливание. Однако при решении 

практических задач этот случай встречается очень редко и здесь могут быть 

применены специальные меры  
Итак, нахождение оптимального плана симплексным методом 

включает следующие этапы: 
1.Находят опорный план. 
2.Составляют симплекс-таблицу. 
3.Выясняют, имеется ли хотя бы одно отрицательное число А, . Если нет, 

то найденный опорный план оптимален. Если же среди чисел имеются 

отрицательные, то либо устанавливают неразрешимость задачи, либо 

переходят к новому опорному плану. 
4. Находят направляющие столбец и строку. Направляющий столбец 

определяется наибольшим по абсолютной величине отрицательным числом j а 

направляющая строка - минимальным из отношений компонент столбца 

вектора. В к положительным компонентам направляющего столбца. 



 8 

5.По формулам (16) - (19) определяют положительные компоненты нового 

опорного плана, коэффициенты разложения векторов А> по векторам нового 

базиса и числа Fo', j. Все эти числа записываются в новой симплекс-таблице. 
6. Проверяют найденный опорный план на оптимальность. Если план не 

оптимален и необходимо перейти к новому опорному плану, то возвращаются 

к этапу 4, а в случае получения оптимального плана или установления 

неразрешимости процесс решения задачи заканчивают. 
 

2.Практическая часть 

Пример. Для изготовления различных изделий А, В и С предприятие 

использует три различных вида сырья. Нормы расхода сырья на производство 

одного изделия каждого вида, цена одного изделия А, В, С а  также  общее  

количество сырья каждого вида, которое может быть использовано

 предприятием, приведены в табл.10. 

Изделия А, В и С- могут производиться в любых соотношениях (сбыт 

обеспечен), но производство ограничено выделенным предприятию сырьем 

каждого вида. Составить план производства изделий, при котором общая 

стоимость всей произведенной предприятием продукции является 

максимальной. 

Решение. Составим математическую модель задачи. Искомый выпуск 

изделий А обозначим через xh изделий В - через х2, изделий С -через х3. 

Поскольку имеются ограничения на выделенный предприятию фонд сырья 

каждого вида, переменные xhx:,x3 должны удовлетворять следующей системе 

неравенств: 

 

Общая стоимость произведенной предприятием продукции 

составляет критерий 
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F=9xi + 10x2+16x3    ->    max. (21) 

По своему экономическому содержанию переменные могут принимать 

только лишь неотрицательные значения: 

Хьх2,х3>0. (22) 

Приходим к следующей математической задаче: среди всех 

неотрицательных решений системы неравенств (20) требуется найти такое, 

при котором функция (21) принимает максимальное значение. 

Запишем эту задачу в форме основной задачи линейного 

программирования. Для этого перейдем от ограничений-неравенств к 

ограничениям-равенствам. Введем три дополнительные переменные, в 

результате чего ограничения запишутся в виде системы уравнении 

 

Эти дополнительные переменные по экономическому смыслу означают не 

используемое при данном плане производства количество сырья того или иного 

вида. Например, х4 - это не используемое количество сырья I вида. 

Преобразованную систему уравнений запишем в векторной форме: 

 

Для данной опорной задачи можно непосредственно записать опорный 

план Х=(0; 0; 0; 360; 192; 180), определяемый системой трехмерных 

единичных векторов А4, А5, А6, которые образуют базис трехмерного 

векторного пространства. 

Составляем симплексную таблицу для I итерации (табл.11), 

подсчитываем значения Fo, Aj =Zj-Cj и проверяем исходный опорный план на 

оптимальность- 
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Из табл.11 видно, что значения всех основных переменных  Х1,х2,х3 равны нулю,  

а дополнительные  переменные принимают свои  значения в соответствии с 

ограничениями задачи. Эти значения переменных отвечают такому плану, 

при котором ничего не производится, сырье не используется и значение целевой 

функции равно нулю (т.е. стоимость произведенной продукции отсутствует). 

Этот план не является оптимальным. Это видно и из 4-й строки табл..] 1 так 

как в ней имеется три отрицательных числа: Zj — сj =-9, z2 –с2,= -10 и Z3-c3=-16 

Отрицательные числа не только свидетельствуют о возможности увеличения 

общей стоимости производимой продукции, но и показывают, насколько 

увеличится эта сумма при введении в план единицы того или другого вида 

продукции. 

Так, число -9 означает, что при включении в план производства одного 1 

изделия А обеспечивается увеличение выпуска продукции на 9 руб. Если 

включить в план производства по одному изделию В и С, то общая стоимость 

изготовляемой продукции возрастет соответственно на 10 и 16 руб. Поэтому с 

экономической точки зрения наиболее целесообразным является включение в 

план производства изделий С. 

Это же необходимо сделать и на основании формального признака 

симплексного метода, поскольку максимальное по абсолютной величине 

отрицательное. число j, стоит в 4-й строке столбца вектора А3. 

Следовательно, в базис введем вектор А3. 
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Определяем вектор, подлежащий исключению из базиса. Для этого 

находим o=min(b/13) для а13>0, т.е. 0=min(360/12; 192/8; 180/3) = 192/8,; 

Найдя число 192/8=24, мы тем самым с экономической точки зрения определили, 

какое количество изделий С предприятие может изготовлять с учетом норм 

расхода и имеющихся объемов сырья каждого вида. 

Так как сырья каждого вида соответственно имеется 360, 192 и 180 кг, а на 

одно изделие С требуется затратить сырья каждого вида соответственно 12, 8 и 3 

кг, то максимальное число изделий С, которое может быть изготовлено 

предприятием, равно min(360/12; 192/8; 180/3) = 192/8 = 24, т.е. ограничивающим 

фактором для производства изделий С является имеющийся объем сырья 2 

вида. С учетом его наличия предприятие может изготовить 24 изделия С. При. 

этом сырье 2 вида будет полностью использовано. 

Следовательно, вектор А5 подлежит исключению из базиса. Столбец 

вектора А3 и 2-я строка являются направляющими. Составляем таблицу для 

II; итерации (табл.12). 

 

Сначала заполняем строку вектора, вновь введенного в базис, т.е. строку, 

номер которой совпадает с номером направляющей строки. Здесь направляющей 

является 2-я строка. Элементы этой строки табл.. 12 получаются из 

соответствующих элементов табл.. 11 делением их на разрешающий элемент (т.е 

на 8). При этом в столбце С6 записываем коэффициент С3 =16, стоящий в 

столбце вводимого в базис вектора A3. 

Затем заполняем элементы столбцов для векторов, входящих в новый базис. 

В этих столбцах на пересечении строк и столбцов одноименных векторов 

проставляем единицы, а все остальные элементы полагаем равными нулю. 
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Для определения остальных элементов табл.12 применяем правило 

треугольника. Эти элементы могут быть вычислены и непосредственно по 

рекуррентным формулам. 

Вычислим элементы табл.12, стоящие в столбце вектора В. Для 

вычисления первого элемента столбца находим три числа: 

1)число, стоящее в табл.11 на пересечении столбца вектора В и 1-й строки 

(360); 

2)число, стоящее в табл.11, на пересечении столбца вектора А3 и 1-й строки 

(12); 

3)число, стоящее в табл.12 на пересечении столбца вектора В и 2-йстроки 

(24). 

Вычитая из первого числа произведение двух других, находим искомый 

элемент: 360-12*24 = 72; записываем его в 1-й строке столбца, вектора В 

табл.12. (Этот же результат получается и по данным табл.11: 360-12-192/8). 

Второй элемент столбца вектора В табл.6.12 был уже вычислен ранее. Для 

вычисления третьего элемента столбца вектора В также находим три числа. 

Первое из них (180) находится на пересечении 3-й строки и столбца вектора В 

табл.11, второе (3) - на пересечении 3-й строки и столбца вектора А3 , 

табл.11, третье (24) - на пересечении 2-й строки и столбца вектора В табл.12. 

Итак, указанный элемент есть^80-24*3 = 108. Число 108 записываем в 3-й строке 

столбца вектора В табл.12. 

Значение Fo в 4-й строке столбца этого же вектора можно найти двумя 

способами: 

1)по формуле Fo = (С,B),т.е. Fo =0-72 + 16-24+0*108-384;  

2) по правилу треугольника; в данном случае треугольник образован числами 

0, -16,24. Этот способ приводит к тому же результату; 0- (-16) • 24 = 384. 

При определении по правилу треугольника элементов столбца вектора В 

третье число, стоящее в нижней вершине треугольника, все время 

оставалось неизменным и менялись лишь первые два числа. Учтем это при 

нахождении элементов столбца вектора А1 табл.12. Для вычисления указанных 
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элементов первые два числа берем из столбцов векторов А1 и А3 табл.11, а 

третье число из табл.12. 

... Это число стоит на пересечении 2-й строки и столбца вектора А1 

последней таблицы. В результате получаем значения искомых 

элементов: 

18-12-(3/4) = 9;   5-3-(3/4) =11/4 

Число zi-ci в 4-й строке столбца вектора А1 табл.12 можно найти двумя 

способами:  

1) по формуле Zi — Ci = (C,A)-Cj имеем   0*9-(-16)*(3/4)+0*(11/4)-9=3. 

2) по правилу треугольника получим: - 9-(-16)•(3/4)=3. 

Аналогично находим элементы столбца вектора А2 

Элементы столбца вектора А5 вычисляем по правилу треугольника. 

Элемент 1-й строки указанного столбца равен 0-12•(1/8)=-3/2. Элемент, 

стоящий в 3-й строке данного столбца, равен 0 - 3 • (1 /8 )  =-3/8. 

По окончании расчета всех элементов  табл.12 в ней получены 

опорный план и коэффициенты разложения векторов Aj (j = 1,6) через 

базисные векторы А4,А3,А6 и значения j и Fo. 

Новым опорным планом задачи является план F = (0; 0; 24; 11; 0; 108) 

При данном плане производства изготовляется 24 изделия С и остается ней 

пользованным 72 кг сырья I вида и 108 кг сырья Ш вида. Стоимость всей 

изводимой при этом плане продукции равна 384 руб. 

Изменились данные столбцов, а их экономическое содержание стало 

более сложным. Так, например, число 1/2 во 2-й строке столбца вектора А? 

показывает, на сколько следует уменьшить изготовление изделий С, если 

запланировать выпуск одного изделия В. 

Числа 9 и 3/2 в 1-й и 3-й строках вектора А2 показывают соответственно, 

сколько потребуется сырья I и II вида при включении в план производства 

одного изделия В, а число -2 в 4-й строке показывает, что если будет 
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запланирован выпуск одного изделия В, то это обеспечит увеличение 

выпуска продукции в стоимостном выражении на 2 руб. 

Иными словами, если включить в план производства продукции одно изделие 

В, то это потребует уменьшения выпуска изделия С на 1/2 ед. и потребует 

дополнительных затрат 9 кг сырья I вида и 3/2 кг сырья Ш вида, а общая 

стоимость изготовляемой продукции в соответствии с новым оптимальным 

планом возрастет на 2 руб. 

Таким образом, числа 9 и 3/2 выступают как бы новыми «нормами» 

затрат сырья 1 и Ш вида на изготовление одного изделия В (как видно из 

табл.11, ранее они были равны 15 и 3), что объяеняется уменьшением выпуска 

изделий С. Такой же экономический смысл имеют данные столбца вектора А / табл. 

12. 

Число 1/8 во 2-й строке столбца А5, показывает, что увеличение объемов сырья 

П вида на 1 кг позволили бы увеличить выпуск изделий С на 1/8 ед. Одновременно 

потребовалось бы дополнительно 3/2 кг сырья I вида и 3/8 кг сырья Ш вида. 

Увеличение выпуска изделий С на 1/8 ед. приведет к росту выпуска продукции 

на 2 руб. Из изложенного выше экономического содержания данных табл.12 

следует, что найденный на II итерации план задачи не является оптимальным. 

Это видно и из 4-й строки табл.12, поскольку в столбце вектора А2 этой строки 

стоит отрицательное число -2. Значит, в базис следует ввести вектор А2, т.е. в 

новом плане следует предусмотреть выпуск изделий В 

При определении возможного числа изготовления изделий В следует 

учитывать имеющееся количество сырья каждого вида, а именно: 

возможный выпуск изделий В определяется min (b {) /а',) для а ,2 > 0, т. е. 

находим 

 
Следовательно, исключению из базиса подлежит вектор Ад, иными 

словами, выпуск изделий В ограничен имеющимся в распоряжении 

предприятия сырьем I вида. С учетом имеющихся объемов этого сырья 
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предприятию следует изготовить 8 изделий В. Число 9 является 

разрешающим элементом, а столбец вектора А2 и 1-я строка табл.12 являются 

направляющими. Составляем таблицу для III итерации (табл.. 13). 

В табл.6.13 сначала заполняем элементы 1-й строки, которая 

представляет собой строку вновь вводимого в базис вектора А2. Элементы 

этой строки получаем из элементов 1-й строки табл.12 делением последних 

на разрешающий элемент (т.е. на 9). При этом в столбце С6 данной строки 

записываем Сг —10. Затем заполняем элементы столбцов   векторов   оазиса   и   

по   правилу; треугольника вычисляем элементы остальных столбцов. 

Таблица 13 

 

В результате получаем новый опорный план Х=(0;8; 20;0;0;96) и 

коэффициенты разложения векторов A, (j=l,6) через базисные 

векторы А2,Л3,А6 и соответствующие значения Aj и Fo". 

В 4-й строке среди чисел А, нет отрицательных. Это означает, что 

найденный опорный план является оптимальным и Fmax = 400 

Следовательно, план выпуска продукции, включающий изготовление 8 

изделий В и 20 изделий С, является оптимальным. 

При данном плане выпуска изделий полностью используется сырье 1 и 2 видов 

и остается неиспользованным 96 кг сырья Ш вида, а стоимость произведенной 

продукции равна 400 руб. 

Оптимальным планом производства продукции не предусматривается 

изготовление изделий А. Введение в план выпуска продукции изделий вида А 

привело бы к уменьшению указанной обшей стоимости. 
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Это видно из 4-й строки столбца вектора ,4/, где число 5 показывает, что при 

данном плане включение в него выпуска .единицы изделия А приводит лишь к 

уменьшению общей величины стоимости на 5 руб. 

Решение данного примера симплексным методом можно было бы 

проводить, используя лишь одну таблицу (табл.14). В этой таблице 

последовательно записаны одна за другой все три итерации вычислительного 

процесса 

 

3 Задания для самостоятельной работы 
1. Задание 1 Решить задачу линейного программирования симплекс-методом. 

 

 
2. Задание 2 
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом 
Y = 12X1 +X2 -2X3 → max 
-2X1-X2 ≥ -10 
2X1-X2-2X3 ≤ 8 
-X1+X3 ≤ -2 
3. Задание 3 
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом  
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4. Задание 4 
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом 

 

 
 

 
Занятие 2. Решение транспортной задачи 

1. Теоретическая часть 
 

Общая постановка транспортной задачи состоит в определении 

оптимального плана перевозок некоторого однородного груза из т пунктов 

отправления А1,  А2, А3 …Аn пунктов в n пунктов назначения B1, В2 Вn. При 

этом в качестве критерия оптимальности обычно берется либо 

минимальная стоимость перевозок всего груза, либо минимальное время 

его доставки . 
Рассмотрим транспортную задачу, в качестве критерия оптимально 

которой взята минимальная стоимость перевозок всего груза. Обозначим 

через cij тарифы перевозки единицы груза из i-ro пункта отправления в j-й 

пункт назначения, через ai - запасы груза в i-м пункте отправления, через bj - 
потребности в грузе в j-м пункте назначения, а через xtj - количество единиц 

груза,: ввозимого из i-го пункта отправления j-й пункт назначения. 
Тогда математическая постановка задачи состоит в определении 

минимального значения функции 

(1)-(4) 
Поскольку переменные хij (i - l,m; j = 1,п) удовлетворяют системам  

линейных уравнений (2) и (3) и условию неотрицательности (4), то 

обеспечиваются доставка необходимого количества груза в каждый из 

пунктов назначения, вывоз имеющегося груза из всех пунктов отправления, 

а также исключаются обратные перевозки. 
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Всякое неотрицательное решение систем линейных уравнений (2) и (3), 
определяемое матрицей X=(хij);(i=1,m; j=1n), называется планом 

транспортной задачи. 
План X* = (х*ij-) (i = 1, т; j=1,n), при котором функция (1.5) принимает 

свое минимальное значение, называется оптимальным планом транспортной 

.задачи. 
Обычно исходные данные задачи записывают в виде табл.1 

 

Общее наличие груза у поставщиков равно  
=

ь

ш

ia
1

 а общая потребность в 

грузе в пунктах назначения равна 
=

ь

j
jb

1

 единиц. Если общая потребность в грузе в пунктах 

назначения равна запасу груза в пунктах, отправления, т.е. 

(5) 
то модель такой транспортной задачи называется закрытой. Если же 

указанное условие не выполняется, то модель транспортной задачи 

называется открытой. Для разрешимости транспортной задачи необходимо 

и достаточно, чтобы запасы груза в пунктах отправления были равны 

потребностям в грузе в пунктах назначения, т.е. чтобы выполнялось 

равенство (5). 

В случае превышения запаса над потребностью (
=

ь

ш

ia
1

 > 
=

ь

j
jb

1

) вводится 

фиктивный (n+1) пункт назначения с потребностью bn+t =
=

ь

ш

ia
1

-
=

ь

j
jb

1

  и 

соответствующие тарифы считаются равными нулю: сij =0 (i= 1,m). 
Полученная задача является транспортной задачей, для которой 

выполняется равенство (5). 

Аналогично, при (
=

ь

ш

ia
1

 < 
=

ь

j
jb

1

) вводится фиктивный (m+1)-й пункт 

отправления с запасом груза ат+1=
=

ь

j
jb

1

-
=

ь

ш

ia
1

, и тарифы полагаются 

равными нулю: cm+lj =0 (j = 1,n). 
Этим задача сводится к обычной транспортной задаче, из оптимального 

плана которой получается оптимальный план исходной задачи. 
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В дальнейшем будем рассматривать закрытую модель транспортной 

задачи. Если же модель конкретной задачи является открытой, то, исходя из 

сказанного выше, перепишем таблицу условий задачи так, чтобы выполнялось 

равенство (5). 
Число переменных xv в транспортной задаче с т пунктами отправления и п 

пунктами назначения равно пт, а число уравнений в системах (2) и (3)' равно n 
+ m. Так как мы предполагаем, что выполняется условие (5), то число линейно 

независимых уравнений равно п + т - 1. Следовательно, опорный план 

транспортной задачи может иметь не более n+ т - 1 отличных от нуля 

неизвестных. 
Если в опорном плане число отличных от нуля компонент равно в точности 

n + т -1, то план является невырожденным, а если меньше - то 

вырожденным. 
Для определения опорного плана существует несколько методов: метод 

северо-западного угла, метод минимального элемента, метод аппроксимации 

Фогеля и др. Как и для всякой задачи линейного программирования, 

оптимальный план транспортной задачи является и опорным планом., Для 

определения оптимального плана транспортной задачи можно использовать 

стандартные методы линейного программирования, например, симплекс-
метод. Однако ввиду исключительной практической важности этой задачи и 

специфики ее ограничений (каждая неизвестная входит лишь в два уравнения 

систем (2) и (3) и коэффициенты при неизвестных равны единице) для 

определения оптимального плана транспортной задачи разработаны 

специальные методы: метод потенциалов, метод дифференциальных рент и др. 
 
Определение опорного плана транспортной задачи 
Поиск оптимального плана транспортной задачи начинают с нахождения 

какого-нибудь ее опорного плана. Опорный план находят последовательно за 

n+m-1 шагов, на каждом из которых в таблице условий задачи заполняют одну 

клетку, которую называют занятой. 
Заполнение одной из клеток обеспечивает полностью либо удовлетворение 

потребности в грузе одного из пунктов назначения (того, в столбце которого 

находится заполненная клетка), либо вывоз груза из одного из пунктов 

отправления (из того, в строке которого находится заполняемая клетка). 
В первом случае временно исключают из рассмотрения столбец, 

содержащий заполненную на данном шаге клетку, и рассматривают задачу, 

таблица условий которой содержит на один столбец меньше, чем было перед 

этим шагом, но то же количество строк и соответственно измененные запасы 

груза в одном из пунктов отправления (в том, за счет запаса которого была 

удовлетворена потребность в грузе пункта назначения на данном шаге). 
Во втором случае временно исключают из рассмотрения строку, 

содержащую заполненную клетку, и считают, что таблица условий имеет на 

одну строку меньше при неизменном количестве столбцов и при 

соответствующем изменении потребности в грузе в пункте назначения, в 

столбце которого находится заполняемая клетка. 
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После того, как проделаны п+т-2 описанных выше шагов, получают 

задачу с одним пунктом отправления и одним пунктом назначения. При этом 

останется свободной только одна клетка, а запасы оставшегося пункта 

отправления будут равны потребностям оставшегося пункта назначения. 

Заполнив эту клетку, тем самым делают (n+m-1.)-й шаг и получают искомый 

опорный план. 
Следует заметить, что на некотором шаге (yо не на последнем) может 

оказаться, что потребности очередного пункта назначения равны запасам 

очередного пункта отправления. 
В этом случае также временно исключают из рассмотрения либо столбец, 

либо строку (что-нибудь одно). В итоге, либо запасы соответствующего пункта 

отправления, либо потребности данного пункта назначения считают равными 

нулю. Этот нуль записывают в очередную заполняемую клетку. 
Указанные выше условия гарантируют получение n+m-l занятых клеток, в 

которых стоят компоненты опорного плана, что является исходным условием 

для проверки последнего на оптимальность и нахождения оптимального плана. 
При нахождении опорного плана транспортной задачи методом северо-

западного угла на каждом шаге рассматривают первый из оставшихся пунктов 

отправления и первый из оставшихся пунктов назначения. Заполнение клеток 

таблицы условий начинается с левой верхней клетки для неизвестного x11 
(«северо-западный угол») и заканчивается клеткой для неизвестного xmn, т.е. 

процесс заполнения клеток идет как бы по диагонали таблицы. 
 

2. Практическая часть  

Пример. Для транспортной задачи, исходные данные которой приведены в 

табл..4, найти оптимальный план. 

Решение. Сначала, используя метод северо-западного угла, находим 

опорный план задачи. Этот план записан в табл.4. 

Найденный опорный план проверяем на оптимальность. В связи с этим 

находим потенциалы пунктов отправления и назначения. 

Найденные числа записываем в каждую из свободных клеток табл. .5. 

Таблица.5 
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Так как среди чисел Δij имеются положительные, то построенный 

план перевозок не является оптимальным и надо перейти к новому 

опорному плану. Наибольшим среди положительных чисел Δij являются 

Δ14  = 3, поэтому для данной свободной клетки строим цикл пересчета 

(табл..5) и производим сдвиг по этому циклу. Наименьшее из чисел в 

минусовых клетках равно 10. Клетка, в которой находится это число, 

становится свободной в новой табл. .6. 

Таблица .6  

 

Промежуточные результаты решения транспортной задачи 

 
Другие числа в табл..5 получаются следующим способом. К числу 10 в 

плюсовой клетке А2В2, добавим 10 и вычтем 10 из числа 20, находящегося в 

минусовой клетке АiB2. Клетка на пересечении строки А2 и столбца В4 

становится свободной. 

После этих преобразований получаем новый опорный план (табл. :7). 

Таблица .7 
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Этот план проверяем на оптимальности. Снова находим потенциалы 

пунктов отправления и назначения. Для этого составляем следующую 

систему уравнений: 

 

Видим, что данный план перевозок не является оптимальным. Поэтому 

переходим к новому опорному плану (табл. .8) 

Улучшенный опорный план решения транспортной задачи 

 

 

Сравнивая разности  ij= j  — i  новых потенциалов, отвечающих свободным 

клеткам табл.7, с соответствующими числами сij видим, что указанные 

разности потенциалов для всех свободных клеток не превосходят чисел cij. 

Следовательно, получен оптимальный план: 

 

При данном плане стоимость перевозок составляет величину  

S= 1*30 + 2*0+ 1*20+ 3*20+1*10 + 2*10=140. 
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3 Задания для самостоятельной работы 
1. 
 
 
 
 
 
 
2. 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

3. 
 
 
 
 
 
 

 
4. 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

Пункты 

отправления 
Пункты назначения Запасы 

В1 В2 В3 В4  
А1 24 8 34 5 520 
А2 36 22 16 8 300 
А3 43 11 25 12 600 
Потребности 200 320 400 170  

Пункты 

отправления 
Пункты назначения Запасы 

В1 В2 В3 В4  
А1 7 4 17 5 120 
А2 4 2 12 8 280 
А3 3 8 18 2 160 
Потребности 130 220 60 70  

Пункты 

отправления 
Пункты назначения Запасы 

В1 В2 В3 В4  
А1 4 8 4 5 420 
А2 6 2 6 8 230 
А3 3 11 5 12 560 
Потребности 230 320 160 170  

Пункты 

отправления 
Пункты назначения Запасы 

В1 В2 В3 В4  
А1 8 57 35 27 200 
А2 12 62 34 32 280 
А3 11 68 33 11 320 
Потребности 300 220 130 200  
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 Тема 2.4 Динамическое программирование 
Практическое занятие 3. 

Решение задач методом динамического программирования 
 

1 Теоретическая часть 
Уравнения Беллмана. Вместо исходной задачи ДП с фиксированным числом 

шагов и и начальным состоянием s0 рассмотрим последовательность задач, 

полагая последовательно п=1,2, ... при различных s— одношаговую, 

двухшаговую и т.д., — используя принцип оптимальности. 
Введем ряд новых обозначений. Обозначения в ДП несут большую 

информационную нагрузку, поэтому очень важно их четко усвоить. 
На каждом шаге любого состояния системы Sk-1 решение Хк нужно выбирать 

"с оглядкой", так как этот выбор влияет на последующее состояние sk и 

дальнейший процесс управления, зависящий от sk. Это следует из принципа 

оптимальности. 
Но есть один шаг, последний, который можно для любого состояния sk-1 

планировать локально-оптимально, исходя только из соображений этого шага. 

Рассмотрим n-й шаг: sn-1 — состояние системы к началу n-го шага, sn= s — 
конечное состояние, Хn — управление на n-м шаге, a fn(sn-1, Хn) — целевая 

функция (выигрыш) n-го шага. 
Согласно принципу оптимальности, Хп нужно выбирать так, чтобы для 

любых состояний sn-1 получить максимум целевой функции на этом шаге. 
Обозначим через  Z*n(sn-1) максимум целевой функции — показателя 

эффективности n-го шага при условии, что к началу последнего шага 

система S была в произвольном состоянии sn-1, а на последнем шаге 

управление было оптимальным. 
Z*n(sn-1) называется условным максимумом целевой функции на п-м шаге. 

Очевидно, что                      
                                                                                                                                                                 (5) 
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Максимизация ведется по всем допустимым управлениям Хп. 
Решение Хn при котором достигается Z*n(sn-1) также зависит от sn-1 и 

называется условным оптимальным управлением на п-м шаге. Оно обозначается 

через X*n- Решив одномерную задачу локальной оптимизации по уравнению 

(5), найдем для всех возможных состояний sn-1 две функции:ZN*(sn-1) И Х 

N*(sn1). 
Рассмотрим теперь двухшаговую задачу: присоединим к n-му шагу (n-1)-й 

(рис. 2). 
Для любых состояний sn-2, произвольных управлений Хn-1 и оптимальном 

управлении на n-м шаге значение целевой функции на двух последних шагах 

равно: 

(6) 
Согласно принципу оптимальности для любых sn-i решение нужно 

выбирать так, чтобы оно вместе с оптимальным управлением на последнем 

(n-м) шаге приводило бы к максимуму целевой функции на двух последних 

шагах. Следовательно, нужно найти максимум выражения (6) по всем 

допустимым управлениям Хn-1 Максимум этой суммы зависит от sn-2, 
обозначается через Z*n(sn-2) и называется условным максимумом целевой 

функции при оптимальном управлении на двух последних шагах. 

Соответствующее управление Хn-1 на (n—1)-м шаге обозначается через  
Х*

n-1(sn-2) и называется условным оптимальным управлением на (n-1)-м шаге. 

 (7) 
Следует обратить внимание на то, что выражение, стоящее в фигурных 

скобках (7), зависит только от Sn-2 и Хn-1, так как можно найти из уравнения 

состояний (2) при к=п—1 

 
и подставить вместо sn-1  в функцию Zn

*(sn-1). 
В результате максимизации только по одной переменной Хn-1 согласно 

уравнению (7) вновь получаются две функции: 

 

 
Рис. .2 
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Далее рассматривается трехшаговая задача: к двум последним шагам 

присоединяется (n—2)-й и т. д. 
Обозначим через Z*k (sn-1) условный максимум целевой функции, полученный 

при оптимальном управлении на п~к+1 шагах, начиная с

Рис. 3 

Целевая функция на п—к последних шагах (рис. 3) при произвольном 

управлении Хк на к-м шаге и оптимальном управлении на последующих п—

к шагах равна 

Согласно принципу оптимальности, Хк выбирается из условия 

максимума этой суммы, т.е. 
 
(8) 
 
 

Управление Хк на к-м шаге, при котором достигается максимум в (8), 

обозначается через X*
k(sk-1) и называется условным оптимальным управлением на 

к-м шаге (в правую часть уравнения(8) следует вместо sk подставить выражение 

sk=k(sk-1, Xk), найденное из уравнений состояния). 
Уравнения (8) называют уравнениями Беллмана. Это рекуррентные 

соотношения, позволяющие найти предыдущее значение функции, зная 

последующие. Если из (5) найти Z*n(sn-1), то при к=п— 1 из (8) можно 

определить, решив задачу максимизации для всех возможных значений sn~2, 
выражения для Z*n-1(sn-2) и соответствующее Х*п-1(sn-2)- Далее, зная Z*n-1(sn-2), 
находим, используя (8) и (2), уравнения состояний. 

Процесс решения уравнений (5) и (8) называется условной оптимизацией. 
В результате условной оптимизации получаются две последовательности: 
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условные максимумы целевой функции на последнем, на двух последних, 

на ...n шагах и 

условные оптимальные управления на n-м, (n-1)-м, ..., 1-м шагах. Используя эти 

последовательности, можно найти решение задачи ДП при данных n и s0. По 

определению Z1*(s0) — условный максимум целевой функции за n шагов при 

условии, что к началу 1-го шага система была в состоянии s0, т.е. 

          (9) 
Далее следует использовать последовательность условных оптимальных управлений 

и уравнения состояний (2). 
При фиксированном s0 получаем Х1*= Х1*(s0). Далее из уравнений (2) находим 

s1*=(s0, Х1*) и подставляем это выражение в последовательность условных 

оптимальных управлений: 
2. Практическая часть 
. Задача о распределении средств между предприятиями 
 Планируется деятельность четырех промышленных предприятий (системы) на 

очередной год. Начальные средства: s0 =5 усл. ед.   

 
Размеры вложения в каждое предприятие кратны 1 усл. ед. Средства х, 

выделенные k:-му предприятию (к=1, 2, 3, 4), приносят в конце года прибыль fk(х). 

Функции fk(х) заданы таблично (табл. 1). Принято считать, что: 
а) прибыль fk(х) не зависит от вложения средств в другие предприятия; 
б) прибыль от каждого предприятия выражается в одних условных единицах; 
в) суммарная прибыль равна сумме прибылей, полученных от каждого предприятия. 

Определить, какое количество средств нужно выделить каждому предприятию, чтобы 

суммарная прибыль была наибольшей. 
Таблица  1
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Решение. Обозначим через x* количество средств, выделенных к-му 

предприятию. (Нумерацию предприятий 1, 2, 3, 4 сохраняем в процессе 

решения неизменной.) 
Суммарная прибыль равна 

 
 
(1) 

Переменные XK удовлетворяют ограничениям: 
 

Требуется найти переменные x1,x2, x3, x4, удовлетворяющие системе 

ограничений (2) и обращающие в максимум функцию 1). 
Особенности модели. Ограничения линейные, но переменные 

целочисленные, а функции fr(х) заданы таблично] поэтому нельзя применить 

методы целочисленного линейного программирования . 
Схема решения задачи методом ДП имеет следующий вид: процесс решения 

распределения средств s0 =5 МОЖНО рассматривать как шаговый, номер шага 

совпадет с номером предприятия; выбор временных x1,x2, x3, x4,— управление 

соответственно на I, II, III, V шагах, s — конечное состояние процесса 

распределения — равно нулю, так как все средства должны быть вложены в 

производство, s=0 Схема распределения показана на рис. 1. 
Уравнения состояний (12.2) в данной задаче имеют вид: 

(3) 
 

Сравнивая подчеркнутые числа, получим Z1
* (5)=24 усл. ед. = Zmax при 

х1
*=х1*(5)= 1. 

Используя уравнения (3), получим s1
* =5-1=4, а по табл. 2 в столбце 9 

находим х2
* = х2*(4) - 2. Далее находим s2*=4-2=2, a по табл. 2 в столбце 6 — 

х3
*= х3

*{2) = 1. Наконец, s3*=2-1=1  и  х4
*= х4

*{1) = 1 т.е. X*(1;2; 1; 1). 
Максимум суммарной прибыли равен 24 усл. ед. средств при условии, что 1-му 

предприятию выделено 1 усл. ед.; 2-му предприятию — 2 усл. ед.; 3-му 

предприятию — 1 усл. ед.; 4-му предприятию — 1 усл.ед. (2) 
Замечание 1. Решение четырехмерной задачи на определение условного 

экстремума сведено фактически к решению четырех одномерных задач: на 

каждом шаге определялась одна переменная х. 
Замечание 2. На разобранной задаче видно, что метод ДП безразличен к 

виду и способу задания функции: fk(x) были заданы таблично, поэтому и Z*k(s) и 

X*k(s) принимали дискретные значения, представленные в табл. 2. 
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Рис.1  

Таблица 2  
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Введем в рассмотрение функцию Zk
*(sk-1) — условную оптимальную 

прибыль, полученную от k-го, (k+1)-го, ..., 4-го предприятий, если между 

ними распределялись оптимальным образом средства sk-1(0< sk-1<5). 
Допустимые управления на к-м шаге удовлетворяют условию: 0< Xk < sk-1 
(либо к-му предприятию ничего не выделяем, хk=0, либо не больше того, 

что имеем к к-му шагу, 
Уравнения (5) и (8) имеют вид: 

 
Последовательно решаем записанные уравнения, проводя условную оптимизацию 

(см. рис. 1) каждого шага. 
IV ш а г. В табл. 1 f4{х) прибыли монотонно возрастают, поэтому все 

средства, оставшиеся к IV шагу, следует вложить в 4-е предприятие. При этом 

для возможных значений sз=0, 1, ...,  5 получим: 

 
I l l  шаг. Делаем все предположения относительно остатка средств s2 к III шагу (т.е. 

после выбора Х1 и x2). S2 может принимать значения 0, 1, 2, 3, 4, 5 (например, s2 = 0, 
если все средства отданы 1-му и 2-му предприятиям, s2=5, если 1-е и 2-е предприятия 

ничего не получили, и т.д.). В зависимости от этого выбираем  0<xз<s2> находим S3=~S2—

xз  и  сравниваем для разных  х3, при фиксированном s2 значения суммы fз(хз)+ Z4
*(s3). Для 

каждого s2 наибольшее из этих значений есть Z3*(s2) — условная оптимальная 

прибыль, полученная при оптимальном распределении средств s2 между 3-м и 4-м 

предприятиями. Оптимизация дана в табл. 2 при k=3. Для каждого значения s2 Z3
* (s2) и 

Х3
* (s2) помещены в графах 5 и 6 соответственно. 

II шаг. Условная оптимизация, согласно уравнению (в), проведена в табл. 2 при 

k=2. Для всех возможных значений s1 значения Z2
* (s1)  и X2

*(s1) находятся в столбцах 8 

и 9 соответственно; первые слагаемые в столбце 7 — значения f2{x2), взяты из табл. 1 а 

вторые слагаемые взяты из столбца 5 табл. 2 при s2 = s1 — x1. 
I шаг. Условная оптимизация (уравнение (г) проведена в табл. 2 при k=1 для 

s0=5. Поясним решение подробно: если x1=0, то s1=5, прибыль, полученная от 

четырех предприятий при условии, что s1=5 ед. средств между оставшимися тремя 

предприятиями будут распределены оптимально, равна f1(0)+Z2
*(5)=0+19=19 (Z2

*(5) 
взято из столбца 9 табл. 2 при s1=5). Если x1=1, то s2=4. Суммарная прибыль при 

условии, что s2=4 ед. средств между оставшимися тремя предприятиями будут 

распределены оптимально, равна f1(l)+Z2
*(4)=8+16=24 f1(l) взято из табл. 1, a 

Z2
*(4) — из столбца 9 табл. 2.) Аналогично при X1,=2, s2=3 F1(2)+Z2(3)=10+13=23; 
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В результате найдены два оптимальных решения: X(1)*(1; 1; 1; 1) и X(2)* (1; 2; 0; 1). 
Если начальные средства увеличились, например, на 1 усл. ед., so=6, а функции 

прибыли fk(x) остались прежними, то в табл. 2 достаточно добавить раздел для so=6 
при k=3, 2, 1; этот фрагмент расчетов помещен в табл. 3. 
 

Таблица  3 

 
Оптимальное решение X (1; 1; 0; 4). 
Если принято решение распределить средства so=5 между 2-, 3- и 4-м 

предприятиями, то задача уже решена в табл.2. В разделе k=2 таблицы 

находим Zmax=  Z2*(5)=19 при условии, что х*2=1, x3*=0 х*4=4. 
Наконец, если увеличилось количество предприятий (число шагов), 

то схему можно дополнить, присоединяя шаги с номерами k=0, 1, ... и т. д. 

Например, пусть средства ,о = 6 распределяются между пятью 

предприятиями. Функция прибыли для пятого предприятия задана формулой 

f(х)=Зх+1, если х0 и f(0)=0. Присвоим 5-му предприятию номер k=0, тогда X0 

— средства, выделенные этому предприятию. Обозначим через ZQ
*(6) 

оптимальную прибыль, полученную от пяти предприятий: 

 
а  s1=6—XQ. 
 Условная оптимизация 0-го шага дана в табл. .4 
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Таблица 4 

Следовательно, Zmax=28, а оптимальных решений четыре: Х1
*(1; 2; 1 1), Х2

* 
(2\ 1; 1; 1; 1), Х3

* (2; 1; 2; 0; 1), Х4
* (3; 1; 1; 

0; 1). 
Замечание К недостаткам метода по-прежнему следует отнести возникновение 

технических трудностей при вычислениях в случае увеличения размерности. Если 

каждое управление Хk
* будет зависеть от r переменных, а состояние sk

* — от р 

параметров, то на каждом шаге возникает р-мерная задача оптимизации 
 

3 Задания для самостоятельной работы 

Задача 1. Для двух предприятий выделено единиц средств. Как распределить все 

средства в течение 4 лет, чтобы доход был наибольшим, если известно, что доход 

от единиц средств, вложенных в первое предприятие, равен , а доход от 

единиц средств, вложенных во второе предприятие, равен . Остаток средств к 

концу года составляет для первого предприятия и для второго 

предприятия. Задачу решить методом динамического программирования.  

 

Задача 2. Планируется распределение начальной суммы млн. р. Между 

четырьмя предприятиями некоторого объединения. Средства выделяются только в 

размерах кратных млн. р. Функции прироста продукции от вложенных 

средств на каждом предприятии заданы таблично. Требуется так распределить 

вложения между предприятиями, чтобы общий прирост продукции (в млн. р.) был 

максимальным. Решить задачу на основе функционального уравнения Беллмана.  
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Тема 2.5 Алгоритмы на графах 

Занятие 4 Решение задач с использованием графов 
1 Теоретическая часть 

Алгоритм Флойда (поиск всех кратчайших путей в графе) 
Алгоритм Флойда является одним из методов поиска кратчайших путей в графе. 

В отличии от алгоритма Дейкстры, который позволяет при доведении до конца 

построить ориентированное дерево кратчайших путей от некоторой вершины, 

метод Флойда позволяет найти длины всех кратчайших путей в графе. Конечно эта 

задача может быть решена и многократным применением алгоритма Дейкстры 

(каждый раз последовательно выбираем вершину от первой до N-ной, пока не 

получим кратчайшие пути от всех вершин графа), однако реализация подобной 

процедуры потребовала бы значительных вычислительных затрат. 
Прежде чем представлять алгоритмы, необходимо ввести некоторые 

обозначения. Перенумеруем вершины исходного графа целыми числами от 1 до N. 

Обозначим через di,j
m длину кратчайшего пути из вершинм i в вершину j, который в 

качестве промежуточных может содержать только первые m вершин графа. 

(Напомним, что промежуточной вершиной пути является любая принадлежащая 

ему вершина, не совпадающая с его начальной или конечной вершинами.) Если 

между вершинами i и j не существует ни одного пути указанного типа, то условно 

будем считать, что di,j
m=∞. Из данного определения величин di,j

m следует, что 

величина di,j
0, представляет длину кратчайшего пути из вершины i в вершину j, не 

имеющего промежуточных вершин, т. е. длину кратчайшей дуги, соединяющей i с j 

(если такие дуги присутствуют в графе). для любой вершины i положим di,i
m= 0. 

Отметим далее, что величина di,j
mпредставляет длину кратчайшего пути между 

вершинами i и j. 

Обозначим через Dm матрицу размера NxN, элемент (i, j) которой совпадает с di,j
m. 

Если в исходном графе нам известна длина каждой дуги, то мы можем 

сформировать матрицу D0. Наша цель состоит в определении матрицы DN, 
представляющей кратчайшие пути между всеми вершинами рассматриваемого 

графа. 
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В алгоритме Флойда в качестве исходной выступает матрица D0. Вначале из этой 

матрицы вычисляется матрица D1. Затем по матрице D1 вычисляется матрицав D2 и 

т. д. Процесс повторяется до тех пор, пока по матрице DN-1 не будет вычислена 

матрица DN. 

Рассмотрим основную идею, лежащую в основе алгоритма Флойда. Суть алгоритма 

Флойда заключается в проверке того, не окажется ли путь из вершины i в вершину j 

короче, если он будет проходить через некоторую промежуточную вершину m. 

Предположим, что нам известны: 

1. кратчайший путь из вершины i в вершину m, в котором в качестве 

промежуточных допускается использование только первых (m - 1) вершин; 
2. кратчайший путь из вершины m в вершину j, в котором в качестве 

промежуточных допускается использование только первых (m - 1) вершин; 
3. кратчайший путь из вершины i в вершину j, в котором в качестве 

промежуточных допускается использование только первых (m - 1) вершин.  

 
Поскольку по предположению исходный граф не может содержать контуров 

отрицательной длины, один из двух путей — путь, совпадающий с представленным 

в пункте 3, или путь, являющийся объединением путей из пунктов 1 и 2 — должен 

быть кратчайшим путем из вершины i в вершину j, в котором в качестве 

промежуточных допускается использование только первых m вершин. Таким 

образом, 

di,j
m=min{ di,m

m-1+ dm,j
m-1; di,j

m-1} 

Из соотношения видно, что для вычисления элементов матрицы Dm необходимо 

располагать лишь элементами матрицы Dm-1. Более того, соответствующие 

вычисления могут быть проведены без обращения к исходному графу. Теперь мм в 

состоянии датьформальное описание алгоритма Флойда для нахождения на графе 

кратчайших путей между всеми парами вершин.  

Алгоритм  

1. Перенумеровать вершины графа от 1 до N целыми числами, определить 

матрицу D0, каждый элемент di,j  которой есть длина кратчайшей дуги между 

вершинами i и j. Если такой дуги нет, положить значение элемента равным ∞. 

Кроме того, положить значения диагонального элемента di,iравным 0. 
2. Для целого m, последовательно принимающего значения 1...N определить по 

элементам матрицы Dm-1 элементы Dm 
3. Алгоритм заканчивается получением матрицы всех кратчайших путей DN, N – 

число вершин графа. 
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Напомним, для определения по известным элементам матрицы Dm-1 элементов 

матрицы  Dm в алгоритме Флойда применяется рекурсивное соотношение: 

di,j
m=min{ di,m

m-1+ dm,j
m-1; di,j

m-1} 

di,j
m – элемент матрицы Dm, di,j

m-1 – элементы матрицы Dm-1 найденой на 

предыдущем шаге алгоритма. 

2 Практическая часть 

Необходимо найти кратчайшие пути между каждой парой вершин в графе, 

представленом на рисунке: 

 

Пронумеруем все вершины графа, и составим матрицу длин кратчайших дуг D0, в 

случае, если дуги между вершиной i и j не существует, элементу di,j матрицы 

присваивается значение ∞. Исходный граф с пронумероваными вершинами 

представлен на рисунке ниже. 

 

Матрица D0: 

D0= 

0 10 18 8 ∞ ∞ 

10 0 16 9 21 ∞ 

∞ 16 0 ∞ ∞ 15 

7 9 ∞ 0 ∞ 12 

∞ ∞ ∞ ∞ 0 23 

∞ ∞ 15 ∞ 23 0 
 
 
На основании матрицы D0, вычислим последовательно все элементы матрицы D1. 
Для этого мы используем рекуррентное соотношение di,j

1=min{ di,1
0+ d1,j

0; di,j
0}. 
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d1,1
1=min{d1,1

0+d1,1
0d1,1

0}=min{0+0;0}=0 
d1,2

1=min{d1,1
0+d1,2

0d1,2
0}=min{0+10;10}=10 

d1,3
1=min{d1,1

0+d1,3
0d1,3

0}=min{0+18;18}=18 
d1,4

1=min{d1,1
0+d1,4

0d1,4
0}=min{0+8;8}=8 

d1,5
1=min{d1,1

0+d1,5
0d1,5

0}=min{0+∞;∞}=∞ 
d1,6

1=min{d1,1
0+d1,6

0d1,6
0}=min{0+∞;∞}=∞ 

d2,1
1=min{d2,1

0+d1,1
0d2,1

0}=min{10+0;10}=10 
d2,2

1=min{d2,1
0+d1,2

0d2,2
0}=min{10+10;0}=0 

d2,3
1=min{d2,1

0+d1,3
0d2,3

0}=min{10+18;16}=16 
d2,4

1=min{d2,1
0+d1,4

0d2,4
0}=min{10+8;9}=9 

d2,5
1=min{d2,1

0+d1,5
0d2,5

0}=min{10+∞;21}=21 
d2,6

1=min{d2,1
0+d1,6

0d2,6
0}=min{10+∞;∞}=∞ 

d3,1
1=min{d3,1

0+d1,1
0d3,1

0}=min{∞+0;∞}=∞ 
d3,2

1=min{d3,1
0+d1,2

0d3,2
0}=min{∞+10;16}=16 

d3,3
1=min{d3,1

0+d1,3
0d3,3

0}=min{∞+18;0}=0 
d3,4

1=min{d3,1
0+d1,4

0d3,4
0}=min{∞+8;∞}=∞ 

d3,5
1=min{d3,1

0+d1,5
0d3,5

0}=min{∞+∞;∞}=∞ 
d3,6

1=min{d3,1
0+d1,6

0d3,6
0}=min{∞+∞;15}=15 

d4,1
1=min{d4,1

0+d1,1
0d4,1

0}=min{7+0;7}=7 
d4,2

1=min{d4,1
0+d1,2

0d4,2
0}=min{7+10;9}=9 

d4,3
1=min{d4,1

0+d1,3
0d4,3

0}=min{7+18;∞}=25 
d4,4

1=min{d4,1
0+d1,4

0d4,4
0}=min{7+8;0}=0 

d4,5
1=min{d4,1

0+d1,5
0d4,5

0}=min{7+∞;∞}=∞ 
d4,6

1=min{d4,1
0+d1,6

0d4,6
0}=min{7+∞;12}=12 

d5,1
1=min{d5,1

0+d1,1
0d5,1

0}=min{∞+0;∞}=∞ 
d5,2

1=min{d5,1
0+d1,2

0d5,2
0}=min{∞+10;∞}=∞ 

d5,3
1=min{d5,1

0+d1,3
0d5,3

0}=min{∞+18;∞}=∞ 
d5,4

1=min{d5,1
0+d1,4

0d5,4
0}=min{∞+8;∞}=∞ 

d5,5
1=min{d5,1

0+d1,5
0d5,5

0}=min{∞+∞;0}=0 
d5,6

1=min{d5,1
0+d1,6

0d5,6
0}=min{∞+∞;23}=23 

d6,1
1=min{d6,1

0+d1,1
0d6,1

0}=min{∞+0;∞}=∞ 
d6,2

1=min{d6,1
0+d1,2

0d6,2
0}=min{∞+10;∞}=∞ 

d6,3
1=min{d6,1

0+d1,3
0d6,3

0}=min{∞+18;15}=15 
d6,4

1=min{d6,1
0+d1,4

0d6,4
0}=min{∞+8;∞}=∞ 

d6,5
1=min{d6,1

0+d1,5
0d6,5

0}=min{∞+∞;23}=23 
d6,6

1=min{d6,1
0+d1,6

0d6,6
0}=min{∞+∞;0}=0 

Представим матрицу D1, включив в нее рассчитанные элементы. 

D1= 

0 10 18 8 ∞ ∞ 

10 0 16 9 21 ∞ 

∞ 16 0 ∞ ∞ 15 

7 9 25 0 ∞ 12 

∞ ∞ ∞ ∞ 0 23 

∞ ∞ 15 ∞ 23 0 
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На основании матрицы D1, вычислим последовательно все элементы матрицы D2. 
Для этого мы используем рекуррентное соотношение di,j

2=min{ di,2
1+ d2,j

1; di,j
1}. 

d1,1
2=min{d1,2

1+d2,1
1d1,1

1}=min{10+10;0}=0 
d1,2

2=min{d1,2
1+d2,2

1d1,2
1}=min{10+0;10}=10 

d1,3
2=min{d1,2

1+d2,3
1d1,3

1}=min{10+16;18}=18 
d1,4

2=min{d1,2
1+d2,4

1d1,4
1}=min{10+9;8}=8 

d1,5
2=min{d1,2

1+d2,5
1d1,5

1}=min{10+21;∞}=31 
d1,6

2=min{d1,2
1+d2,6

1d1,6
1}=min{10+∞;∞}=∞ 

d2,1
2=min{d2,2

1+d2,1
1d2,1

1}=min{0+10;10}=10 
d2,2

2=min{d2,2
1+d2,2

1d2,2
1}=min{0+0;0}=0 

d2,3
2=min{d2,2

1+d2,3
1d2,3

1}=min{0+16;16}=16 
d2,4

2=min{d2,2
1+d2,4

1d2,4
1}=min{0+9;9}=9 

d2,5
2=min{d2,2

1+d2,5
1d2,5

1}=min{0+21;21}=21 
d2,6

2=min{d2,2
1+d2,6

1d2,6
1}=min{0+∞;∞}=∞ 

d3,1
2=min{d3,2

1+d2,1
1d3,1

1}=min{16+10;∞}=26 
d3,2

2=min{d3,2
1+d2,2

1d3,2
1}=min{16+0;16}=16 

d3,3
2=min{d3,2

1+d2,3
1d3,3

1}=min{16+16;0}=0 
d3,4

2=min{d3,2
1+d2,4

1d3,4
1}=min{16+9;∞}=25 

d3,5
2=min{d3,2

1+d2,5
1d3,5

1}=min{16+21;∞}=37 
d3,6

2=min{d3,2
1+d2,6

1d3,6
1}=min{16+∞;15}=15 

d4,1
2=min{d4,2

1+d2,1
1d4,1

1}=min{9+10;7}=7 
d4,2

2=min{d4,2
1+d2,2

1d4,2
1}=min{9+0;9}=9 

d4,3
2=min{d4,2

1+d2,3
1d4,3

1}=min{9+16;25}=25 
d4,4

2=min{d4,2
1+d2,4

1d4,4
1}=min{9+9;0}=0 

d4,5
2=min{d4,2

1+d2,5
1d4,5

1}=min{9+21;∞}=30 
d4,6

2=min{d4,2
1+d2,6

1d4,6
1}=min{9+∞;12}=12 

d5,1
2=min{d5,2

1+d2,1
1d5,1

1}=min{∞+10;∞}=∞ 
d5,2

2=min{d5,2
1+d2,2

1d5,2
1}=min{∞+0;∞}=∞ 

d5,3
2=min{d5,2

1+d2,3
1d5,3

1}=min{∞+16;∞}=∞ 
d5,4

2=min{d5,2
1+d2,4

1d5,4
1}=min{∞+9;∞}=∞ 

d5,5
2=min{d5,2

1+d2,5
1d5,5

1}=min{∞+21;0}=0 
d5,6

2=min{d5,2
1+d2,6

1d5,6
1}=min{∞+∞;23}=23 

d6,1
2=min{d6,2

1+d2,1
1d6,1

1}=min{∞+10;∞}=∞ 
d6,2

2=min{d6,2
1+d2,2

1d6,2
1}=min{∞+0;∞}=∞ 

d6,3
2=min{d6,2

1+d2,3
1d6,3

1}=min{∞+16;15}=15 
d6,4

2=min{d6,2
1+d2,4

1d6,4
1}=min{∞+9;∞}=∞ 

d6,5
2=min{d6,2

1+d2,5
1d6,5

1}=min{∞+21;23}=23 
d6,6

2=min{d6,2
1+d2,6

1d6,6
1}=min{∞+∞;0}=0 

Представим матрицу D2, включив в нее рассчитанные элементы. 

D2= 

0 10 18 8 31 ∞ 

10 0 16 9 21 ∞ 

26 16 0 25 37 15 
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7 9 25 0 30 12 

∞ ∞ ∞ ∞ 0 23 

∞ ∞ 15 ∞ 23 0 
 
На основании матрицы D2, вычислим последовательно все элементы матрицы D3. 
Для этого мы используем рекуррентное соотношение di,j

3=min{ di,3
2+ d3,j

2; di,j
2}. 

d1,1
3=min{d1,3

2+d3,1
2d1,1

2}=min{18+26;0}=0 
d1,2

3=min{d1,3
2+d3,2

2d1,2
2}=min{18+16;10}=10 

d1,3
3=min{d1,3

2+d3,3
2d1,3

2}=min{18+0;18}=18 
d1,4

3=min{d1,3
2+d3,4

2d1,4
2}=min{18+25;8}=8 

d1,5
3=min{d1,3

2+d3,5
2d1,5

2}=min{18+37;31}=31 
d1,6

3=min{d1,3
2+d3,6

2d1,6
2}=min{18+15;∞}=33 

d2,1
3=min{d2,3

2+d3,1
2d2,1

2}=min{16+26;10}=10 
d2,2

3=min{d2,3
2+d3,2

2d2,2
2}=min{16+16;0}=0 

d2,3
3=min{d2,3

2+d3,3
2d2,3

2}=min{16+0;16}=16 
d2,4

3=min{d2,3
2+d3,4

2d2,4
2}=min{16+25;9}=9 

d2,5
3=min{d2,3

2+d3,5
2d2,5

2}=min{16+37;21}=21 
d2,6

3=min{d2,3
2+d3,6

2d2,6
2}=min{16+15;∞}=31 

d3,1
3=min{d3,3

2+d3,1
2d3,1

2}=min{0+26;26}=26 
d3,2

3=min{d3,3
2+d3,2

2d3,2
2}=min{0+16;16}=16 

d3,3
3=min{d3,3

2+d3,3
2d3,3

2}=min{0+0;0}=0 
d3,4

3=min{d3,3
2+d3,4

2d3,4
2}=min{0+25;25}=25 

d3,5
3=min{d3,3

2+d3,5
2d3,5

2}=min{0+37;37}=37 
d3,6

3=min{d3,3
2+d3,6

2d3,6
2}=min{0+15;15}=15 

d4,1
3=min{d4,3

2+d3,1
2d4,1

2}=min{25+26;7}=7 
d4,2

3=min{d4,3
2+d3,2

2d4,2
2}=min{25+16;9}=9 

d4,3
3=min{d4,3

2+d3,3
2d4,3

2}=min{25+0;25}=25 
d4,4

3=min{d4,3
2+d3,4

2d4,4
2}=min{25+25;0}=0 

d4,5
3=min{d4,3

2+d3,5
2d4,5

2}=min{25+37;30}=30 
d4,6

3=min{d4,3
2+d3,6

2d4,6
2}=min{25+15;12}=12 

d5,1
3=min{d5,3

2+d3,1
2d5,1

2}=min{∞+26;∞}=∞ 
d5,2

3=min{d5,3
2+d3,2

2d5,2
2}=min{∞+16;∞}=∞ 

d5,3
3=min{d5,3

2+d3,3
2d5,3

2}=min{∞+0;∞}=∞ 
d5,4

3=min{d5,3
2+d3,4

2d5,4
2}=min{∞+25;∞}=∞ 

d5,5
3=min{d5,3

2+d3,5
2d5,5

2}=min{∞+37;0}=0 
d5,6

3=min{d5,3
2+d3,6

2d5,6
2}=min{∞+15;23}=23 

d6,1
3=min{d6,3

2+d3,1
2d6,1

2}=min{15+26;∞}=41 
d6,2

3=min{d6,3
2+d3,2

2d6,2
2}=min{15+16;∞}=31 

d6,3
3=min{d6,3

2+d3,3
2d6,3

2}=min{15+0;15}=15 
d6,4

3=min{d6,3
2+d3,4

2d6,4
2}=min{15+25;∞}=40 

d6,5
3=min{d6,3

2+d3,5
2d6,5

2}=min{15+37;23}=23 
d6,6

3=min{d6,3
2+d3,6

2d6,6
2}=min{15+15;0}=0 

Представим матрицу D3, включив в нее рассчитанные элементы. 
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D3= 

0 10 18 8 31 33 

10 0 16 9 21 31 

26 16 0 25 37 15 

7 9 25 0 30 12 

∞ ∞ ∞ ∞ 0 23 

41 31 15 40 23 0 
 
На основании матрицы D3, вычислим последовательно все элементы матрицы D4. 
Для этого мы используем рекуррентное соотношение di,j

4=min{ di,4
3+ d4,j

3; di,j
3}. 

d1,1
4=min{d1,4

3+d4,1
3d1,1

3}=min{8+7;0}=0 
d1,2

4=min{d1,4
3+d4,2

3d1,2
3}=min{8+9;10}=10 

d1,3
4=min{d1,4

3+d4,3
3d1,3

3}=min{8+25;18}=18 
d1,4

4=min{d1,4
3+d4,4

3d1,4
3}=min{8+0;8}=8 

d1,5
4=min{d1,4

3+d4,5
3d1,5

3}=min{8+30;31}=31 
d1,6

4=min{d1,4
3+d4,6

3d1,6
3}=min{8+12;33}=20 

d2,1
4=min{d2,4

3+d4,1
3d2,1

3}=min{9+7;10}=10 
d2,2

4=min{d2,4
3+d4,2

3d2,2
3}=min{9+9;0}=0 

d2,3
4=min{d2,4

3+d4,3
3d2,3

3}=min{9+25;16}=16 
d2,4

4=min{d2,4
3+d4,4

3d2,4
3}=min{9+0;9}=9 

d2,5
4=min{d2,4

3+d4,5
3d2,5

3}=min{9+30;21}=21 
d2,6

4=min{d2,4
3+d4,6

3d2,6
3}=min{9+12;31}=21 

d3,1
4=min{d3,4

3+d4,1
3d3,1

3}=min{25+7;26}=26 
d3,2

4=min{d3,4
3+d4,2

3d3,2
3}=min{25+9;16}=16 

d3,3
4=min{d3,4

3+d4,3
3d3,3

3}=min{25+25;0}=0 
d3,4

4=min{d3,4
3+d4,4

3d3,4
3}=min{25+0;25}=25 

d3,5
4=min{d3,4

3+d4,5
3d3,5

3}=min{25+30;37}=37 
d3,6

4=min{d3,4
3+d4,6

3d3,6
3}=min{25+12;15}=15 

d4,1
4=min{d4,4

3+d4,1
3d4,1

3}=min{0+7;7}=7 
d4,2

4=min{d4,4
3+d4,2

3d4,2
3}=min{0+9;9}=9 

d4,3
4=min{d4,4

3+d4,3
3d4,3

3}=min{0+25;25}=25 
d4,4

4=min{d4,4
3+d4,4

3d4,4
3}=min{0+0;0}=0 

d4,5
4=min{d4,4

3+d4,5
3d4,5

3}=min{0+30;30}=30 
d4,6

4=min{d4,4
3+d4,6

3d4,6
3}=min{0+12;12}=12 

d5,1
4=min{d5,4

3+d4,1
3d5,1

3}=min{∞+7;∞}=∞ 
d5,2

4=min{d5,4
3+d4,2

3d5,2
3}=min{∞+9;∞}=∞ 

d5,3
4=min{d5,4

3+d4,3
3d5,3

3}=min{∞+25;∞}=∞ 
d5,4

4=min{d5,4
3+d4,4

3d5,4
3}=min{∞+0;∞}=∞ 

d5,5
4=min{d5,4

3+d4,5
3d5,5

3}=min{∞+30;0}=0 
d5,6

4=min{d5,4
3+d4,6

3d5,6
3}=min{∞+12;23}=23 

d6,1
4=min{d6,4

3+d4,1
3d6,1

3}=min{40+7;41}=41 
d6,2

4=min{d6,4
3+d4,2

3d6,2
3}=min{40+9;31}=31 

d6,3
4=min{d6,4

3+d4,3
3d6,3

3}=min{40+25;15}=15 
d6,4

4=min{d6,4
3+d4,4

3d6,4
3}=min{40+0;40}=40 

d6,5
4=min{d6,4

3+d4,5
3d6,5

3}=min{40+30;23}=23 
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d6,6
4=min{d6,4

3+d4,6
3d6,6

3}=min{40+12;0}=0 
Представим матрицу D4, включив в нее рассчитанные элементы. 

D4= 

0 10 18 8 31 20 

10 0 16 9 21 21 

26 16 0 25 37 15 

7 9 25 0 30 12 

∞ ∞ ∞ ∞ 0 23 

41 31 15 40 23 0 
 
На основании матрицы D4, вычислим последовательно все элементы матрицы D5. 
Для этого мы используем рекуррентное соотношение di,j

5=min{ di,5
4+ d5,j

4; di,j
4}. 

d1,1
5=min{d1,5

4+d5,1
4d1,1

4}=min{31+∞;0}=0 
d1,2

5=min{d1,5
4+d5,2

4d1,2
4}=min{31+∞;10}=10 

d1,3
5=min{d1,5

4+d5,3
4d1,3

4}=min{31+∞;18}=18 
d1,4

5=min{d1,5
4+d5,4

4d1,4
4}=min{31+∞;8}=8 

d1,5
5=min{d1,5

4+d5,5
4d1,5

4}=min{31+0;31}=31 
d1,6

5=min{d1,5
4+d5,6

4d1,6
4}=min{31+23;20}=20 

d2,1
5=min{d2,5

4+d5,1
4d2,1

4}=min{21+∞;10}=10 
d2,2

5=min{d2,5
4+d5,2

4d2,2
4}=min{21+∞;0}=0 

d2,3
5=min{d2,5

4+d5,3
4d2,3

4}=min{21+∞;16}=16 
d2,4

5=min{d2,5
4+d5,4

4d2,4
4}=min{21+∞;9}=9 

d2,5
5=min{d2,5

4+d5,5
4d2,5

4}=min{21+0;21}=21 
d2,6

5=min{d2,5
4+d5,6

4d2,6
4}=min{21+23;21}=21 

d3,1
5=min{d3,5

4+d5,1
4d3,1

4}=min{37+∞;26}=26 
d3,2

5=min{d3,5
4+d5,2

4d3,2
4}=min{37+∞;16}=16 

d3,3
5=min{d3,5

4+d5,3
4d3,3

4}=min{37+∞;0}=0 
d3,4

5=min{d3,5
4+d5,4

4d3,4
4}=min{37+∞;25}=25 

d3,5
5=min{d3,5

4+d5,5
4d3,5

4}=min{37+0;37}=37 
d3,6

5=min{d3,5
4+d5,6

4d3,6
4}=min{37+23;15}=15 

d4,1
5=min{d4,5

4+d5,1
4d4,1

4}=min{30+∞;7}=7 
d4,2

5=min{d4,5
4+d5,2

4d4,2
4}=min{30+∞;9}=9 

d4,3
5=min{d4,5

4+d5,3
4d4,3

4}=min{30+∞;25}=25 
d4,4

5=min{d4,5
4+d5,4

4d4,4
4}=min{30+∞;0}=0 

d4,5
5=min{d4,5

4+d5,5
4d4,5

4}=min{30+0;30}=30 
d4,6

5=min{d4,5
4+d5,6

4d4,6
4}=min{30+23;12}=12 

d5,1
5=min{d5,5

4+d5,1
4d5,1

4}=min{0+∞;∞}=∞ 
d5,2

5=min{d5,5
4+d5,2

4d5,2
4}=min{0+∞;∞}=∞ 

d5,3
5=min{d5,5

4+d5,3
4d5,3

4}=min{0+∞;∞}=∞ 
d5,4

5=min{d5,5
4+d5,4

4d5,4
4}=min{0+∞;∞}=∞ 

d5,5
5=min{d5,5

4+d5,5
4d5,5

4}=min{0+0;0}=0 
d5,6

5=min{d5,5
4+d5,6

4d5,6
4}=min{0+23;23}=23 

d6,1
5=min{d6,5

4+d5,1
4d6,1

4}=min{23+∞;41}=41 
d6,2

5=min{d6,5
4+d5,2

4d6,2
4}=min{23+∞;31}=31 
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d6,3
5=min{d6,5

4+d5,3
4d6,3

4}=min{23+∞;15}=15 
d6,4

5=min{d6,5
4+d5,4

4d6,4
4}=min{23+∞;40}=40 

d6,5
5=min{d6,5

4+d5,5
4d6,5

4}=min{23+0;23}=23 
d6,6

5=min{d6,5
4+d5,6

4d6,6
4}=min{23+23;0}=0 

Представим матрицу D5, включив в нее рассчитанные элементы. 

D5= 

0 10 18 8 31 20 

10 0 16 9 21 21 

26 16 0 25 37 15 

7 9 25 0 30 12 

∞ ∞ ∞ ∞ 0 23 

41 31 15 40 23 0 
 
На основании матрицы D5, вычислим последовательно все элементы матрицы D6. 
Для этого мы используем рекуррентное соотношение di,j

6=min{ di,6
5+ d6,j

5; di,j
5}. 

d1,1
6=min{d1,6

5+d6,1
5d1,1

5}=min{20+41;0}=0 
d1,2

6=min{d1,6
5+d6,2

5d1,2
5}=min{20+31;10}=10 

d1,3
6=min{d1,6

5+d6,3
5d1,3

5}=min{20+15;18}=18 
d1,4

6=min{d1,6
5+d6,4

5d1,4
5}=min{20+40;8}=8 

d1,5
6=min{d1,6

5+d6,5
5d1,5

5}=min{20+23;31}=31 
d1,6

6=min{d1,6
5+d6,6

5d1,6
5}=min{20+0;20}=20 

d2,1
6=min{d2,6

5+d6,1
5d2,1

5}=min{21+41;10}=10 
d2,2

6=min{d2,6
5+d6,2

5d2,2
5}=min{21+31;0}=0 

d2,3
6=min{d2,6

5+d6,3
5d2,3

5}=min{21+15;16}=16 
d2,4

6=min{d2,6
5+d6,4

5d2,4
5}=min{21+40;9}=9 

d2,5
6=min{d2,6

5+d6,5
5d2,5

5}=min{21+23;21}=21 
d2,6

6=min{d2,6
5+d6,6

5d2,6
5}=min{21+0;21}=21 

d3,1
6=min{d3,6

5+d6,1
5d3,1

5}=min{15+41;26}=26 
d3,2

6=min{d3,6
5+d6,2

5d3,2
5}=min{15+31;16}=16 

d3,3
6=min{d3,6

5+d6,3
5d3,3

5}=min{15+15;0}=0 
d3,4

6=min{d3,6
5+d6,4

5d3,4
5}=min{15+40;25}=25 

d3,5
6=min{d3,6

5+d6,5
5d3,5

5}=min{15+23;37}=37 
d3,6

6=min{d3,6
5+d6,6

5d3,6
5}=min{15+0;15}=15 

d4,1
6=min{d4,6

5+d6,1
5d4,1

5}=min{12+41;7}=7 
d4,2

6=min{d4,6
5+d6,2

5d4,2
5}=min{12+31;9}=9 

d4,3
6=min{d4,6

5+d6,3
5d4,3

5}=min{12+15;25}=25 
d4,4

6=min{d4,6
5+d6,4

5d4,4
5}=min{12+40;0}=0 

d4,5
6=min{d4,6

5+d6,5
5d4,5

5}=min{12+23;30}=30 
d4,6

6=min{d4,6
5+d6,6

5d4,6
5}=min{12+0;12}=12 

d5,1
6=min{d5,6

5+d6,1
5d5,1

5}=min{23+41;∞}=64 
d5,2

6=min{d5,6
5+d6,2

5d5,2
5}=min{23+31;∞}=54 

d5,3
6=min{d5,6

5+d6,3
5d5,3

5}=min{23+15;∞}=38 
d5,4

6=min{d5,6
5+d6,4

5d5,4
5}=min{23+40;∞}=63 

d5,5
6=min{d5,6

5+d6,5
5d5,5

5}=min{23+23;0}=0 
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d5,6
6=min{d5,6

5+d6,6
5d5,6

5}=min{23+0;23}=23 
d6,1

6=min{d6,6
5+d6,1

5d6,1
5}=min{0+41;41}=41 

d6,2
6=min{d6,6

5+d6,2
5d6,2

5}=min{0+31;31}=31 
d6,3

6=min{d6,6
5+d6,3

5d6,3
5}=min{0+15;15}=15 

d6,4
6=min{d6,6

5+d6,4
5d6,4

5}=min{0+40;40}=40 
d6,5

6=min{d6,6
5+d6,5

5d6,5
5}=min{0+23;23}=23 

d6,6
6=min{d6,6

5+d6,6
5d6,6

5}=min{0+0;0}=0 
Представим матрицу D6, включив в нее рассчитанные элементы. 

D6= 

0 10 18 8 31 20 

10 0 16 9 21 21 

26 16 0 25 37 15 

7 9 25 0 30 12 

64 54 38 63 0 23 

41 31 15 40 23 0 
 
В результате, нами получена матрица длин кратчайших путей между каждой парой 

вершин графа. Ниже представлена таблица путей. Каждый элемент Cij таблицы, 

это путь из вершины i в вершину j: 

Таблица путей 

 1 2 3 4 5 6 

1 - d1-2=1-2 d1-3=1-3 d1-4=1-4 d1-5=1-2-5 d1-6=1-4-6 

2 
d2-1=2-
1 

- d2-3=2-3 d2-4=2-4 d2-5=2-5 d2-6=2-4-6 

3 
d3-1=3-
2-1 

d3-2=3-2 - d3-4=3-2-4 d3-5=3-2-5 d3-6=3-6 

4 
d4-1=4-
1 

d4-2=4-2 d4-3=4-1-3 - d4-5=4-2-5 d4-6=4-6 

5 
d5-1=5-
6-3-2-1 

d5-2=5-
6-3-2 

d5-3=5-6-3 
d5-4=5-6-3-
2-4 

- d5-6=5-6 

6 
d6-1=6-
3-2-1 

d6-2=6-
3-2 

d6-3=6-3 d6-4=6-3-2-4 d6-5=6-5 - 

 
 

3 Задания для самостоятельной работы 
1.. Методом Флойда определить кратчайшие пути между всеми парами вершин в 

нагруженном орграфе, заданном матрицей длин дуг. 
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2. Методом Флойда определить кратчайшие пути между всеми парами вершин в 

нагруженном орграфе, заданном матрицей длин дуг. 
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3. Методом Флойда определить кратчайшие пути между всеми парами вершин в 

нагруженном орграфе, заданном матрицей длин дуг. 
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Тема 3.2 Системы массового обслуживания 
 

Занятие 5 Одноканальная СМО с отказами 
 

1 Теоретическая часть 
В качестве показателей эффективности СМО с отказами будем рассматривать: 
А — абсолютную пропускную способность СМО, т.е. среднее число заявок, 

обслуживаемых в единицу времени; 
Q — относительную пропускную способность, т.е. среднюю долю пришедших заявок, 

обслуживаемых системой; 
Ротк — вероятность отказа, т.е. того, что заявка покинет СМО необслуженной; 
к — среднее число занятых каналов (для многоканальной системы). 
Одноканальная система с отказами. Рассмотрим задачу. 
Имеется один канал, на который поступает поток заявок с интенсивностью X. 

Поток обслуживании имеет интенсивность ц1. Найти предельные вероятности 

состояний системы и показатели ее эффективности. 
Система S (СМО) имеет два состояния: S0 — канал свободен, S1— канал занят. 

Размеченный граф состояний представлен на рис. 6. 
 

 
Рис. 15.6 

В предельном, стационарном режиме система алгебраических уравнений для 

вероятностей состояний имеет вид 
 
(18) 

т.е. система вырождается в одно уравнение. Учитывая нормировочное условие ро + р1
=1 

найдем из (18) предельные вероятности состояний 
 

(19) 
 
 

которые выражают среднее относительное время пребывания сие темы в состоянии 

S0 (когда канал свободен) и S1 (когда канал занят), т.е. определяют 

соответственно относительную пропускную способность Q системы и вероятность 

отказа Ртк: 
(20) 
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(21) Абсолютную пропускную способность 

найдем, умножив относительную пропускную способность Q на 

интенсивность потока отказов 
                                                                                                                                                                                                                                 
 
(22) 
 

 
2 Практическая часть 

 
Задача 1Известно, что заявки на телефонные переговоры в телевизионном 

ателье поступают с интенсивностью , равной 90 заявок в час, а средняя 

продолжительность разговора по телефону t об.=2 мин. Определить показатели 

эффективности работы СМО (телефонной связи) при наличии одного 

телефонного номера. 
Решение. Имеем =90 (1/ч), t ОБС=2 МИН. Интенсивность потока 

обслуживании =1/tобс==1/2=0,5 (1/мин)=30 (1/ч). По (20) относительная 

пропускная способность СМО Q=30/(90+30)=0,25, т.е. в среднем только 25% 

поступающих заявок осуществят переговоры по телефону. Соответственно 

вероятность отказа в обслуживании составит Рoтк=0,75 (см. (21)). Абсолютная 

пропускная способность СМО по (20) A=90*0,25=22,5, т.е. в среднем в час 

будут обслужены 22,5 заявки на переговоры. Очевидно, что при наличии 

только одного телефонного номера СМО будет плохо справляться с потоком 

заявок. 
3 Задания для самостоятельной работы 

1. Рассматривается круглосуточная работа пункта проведения 

профилактического осмотра автомашин с одним каналом (одной 

группой проведения осмотра). На осмотр и выявление дефектов каждой 

машины затрачивается в среднем 0,5 ч. На осмотр поступает в среднем 36 

машин в сутки. Потоки заявок и обслуживании — простейшие. Если 

машина, прибывшая в пункт осмотра, не застает ни одного канала 

свободным, она покидает пункт осмотра необслуженной. Определить 

вероятности состояний и характеристики обслуживания профилактического 

пункта осмотра. 
2. Анализируется работа междугородного переговорного пункта в небольшом 

городке. Пункт имеет один телефонный аппарат для переговоров. В среднем 

за сутки поступает 240 заявок на переговоры. Средняя длительность 

переговоров (с учетом вызова абонентов в другом городе) составляет 5 мин. 

Никаких ограничений на длину очереди нет. Потоки заявок и 

обслуживания простейшие. Определить предельные вероятности состояний 

и характеристики обслуживания переговорного пункта в стационарном режиме. 
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Занятие 6 Одноканальная СМО с ожиданиями 
 

1 Теоретическая часть 
СМО с ограниченным временем ожидания. На практике часто 

встречаются СМО с так называемыми "нетерпеливыми" заявками. Такие 

заявки могут уйти из очереди, если время ожидания превышает некоторую 

величину. В частности, такого рода заявки возникают в различных 

технологических системах, в которых задержка с началом обслуживания 

может привести к потере качества продукции, в системах оперативного 

управления, когда срочные сообщения теряют ценность (или даже смысл), 

если они не поступают на обслуживание в течение определенного времени. 
2 Практическая часть 

Задание 1. 2 В порту имеется один причал для разгрузки судов. 

Интенсивность потока судов равна 0,4 (судов в сутки). Среднее время 

разгрузки одного судна составляет 2 суток. Предполагается, что очередь 

может быть неограниченной длины. Найти показатели эффективности 

работы причала, а также вероятность того, что ожидают разгрузки не более 

чем 2 судна. 
Решение. Имеем р = /µ=tобc =0,4*2=0,8. Так как р= 0,8 < 1, то 

очередь на разгрузку не может бесконечно возрастать и предельные 

вероятности существуют. Найдем их. 
Вероятность того, что причал свободен, по (33) ро=1—0,8=0,2, а 

вероятность того, что он занят, Pзан=1—0,2=0,8. По формуле (34) 

вероятности того, что у причала находятся 1, 2, 3 судна (т.е. ожидают 

разгрузки 0, 1, 2 судна), равны р1= 0,8(1-0,8) = 0,16; р2=0,82*(1-
0,8)=0,128; р3= 0,83(1-0,8) = 0,1024. 
Вероятность того, что ожидают разгрузку не более чем 2 судна, равна По 

формуле (40) среднее число судов, ожидающих разгрузки, 

 
а среднее время ожидания разгрузки по формуле  

 
 

Среднее число судов, находящихся у причала, Lсист.=0,8/(1-0,8)= 4 
(сутки) (Lсист

 = 3,2+0,8 = 4 (сутки), а среднее время пребывания судна у 

причала по формуле (41) Lсист = 4/0,8 = 5 (сутки). 
Очевидно, что эффективность разгрузки судов невысокая. Для ее 

повышения необходимо уменьшение среднего времени, разгрузки судна tобc  

либо увеличение числа причалов n. 
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Найти наибольший делитель d=(a,b) и наименьшее общее кратное m=[a,b] 
целых чисел a,b с помощью алгоритма Евклида, а также целые 

числа u,v, удовлетворяющие условию au + bv = d.  
 

 
 

3 Задания для самостоятельной работы 
 
1. В торговом павильоне покупателей обслуживает один продавец. 

Площадь павильона составляет 24 м2, причем 10 м2 приходится на 

торговый зал, вместимость которого ограничена. Поэтому если очередь на 
обслуживание составляет 10 человек, то потенциальный покупатель туда 

не входит, что свидетельствует об отказе в обслуживании и как следствие, 

снижении товарооборота и ухудшению  "показателей работы 

коммерческого предприятия. Дать оценку системы массового 

обслуживания и определить рекомендации по созданию оптимального 

режима работы, если интенсивность прихода покупателей составляет 120 

человек в час. а среднее время обслуживания одного покупателя    3 мин. 
2. Мини-маркет с одним контролером-кассиром обслуживает 

покупателей, входящий поток которых подчиняется закону Пуассона с 

параметром 20 покупателей в час. Время обслуживания подчиняется 

показательному закону с параметром 25 покупателей в час. Определить: 

вероятность простоя контролера-кассира, среднюю длину очереди. 

среднее число покупателей в мини-маркете. среднее время ожидания 

обслуживания, среднее время пребывания покупателей в мини-маркете и 

дать оценку работы системы.  
 
 

Занятие 7 Многоканальная СМО с ожиданиями 
 

1 Теоретическая часть 
Рассмотрим задачу. Имеется n-канальная СМО с неограниченной 

очередью. Поток заявок, поступающих в СМО, имеет интенсивность, а 

поток обслуживании — интенсивность µ. Необходимо найти предельные 

вероятности состояний СМО и показатели ее эффективности. 
Система может находиться в одном из состояний S0, S1, S2, ..., Sk ..., Sn, ..., 

нумеруемых по числу заявок, находящихся в СМО: Sо — в системе нет 

заявок (все каналы свободны); S1— занят один канал, остальные 

свободны; S2 — заняты два канала, остальные свободны; ..., Sk — занято к 

каналов, остальные свободны; ..., Sn — заняты все n каналов (очереди нет); 

Sn+1 — заняты все п каналов, в очереди одна заявка; ..., Sn+r — заняты все п 

каналов, r заявок стоит в очереди,.... 
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Граф состояний системы показан на рис. 9. Обратим внимание на то, что 

в отличие от предыдущей СМО, интенсивность потока обслуживании 

(переводящего систему из одного состояния в другое справа налево) не 

остается постоянной, а по мере увеличения числа заявок в СМО от 0 до n 
увеличивается от величины µ до nµ, так как соответственно увеличивается 

число каналов обслуживания. При числе заявок в СМО большем, чем я, 

интенсивность потока обслуживании сохраняется равной nµ 
Можно показать, что при р/n < 1 предельные вероятности существуют. 

Если р/n≥1, очередь растет до бесконечности. Используя формулы (16) и 

(17) для процесса гибели и размножения, можно получить следующие 

формулы для предельных вероятностей состояний n-канальной СМО с 

неограниченной очередью 
 

 
(45) 
 
 
(46) 
 
 
 
(47) 

Вероятность того, что заявка окажется в очереди, 
 
(48) 

Для n-канальной СМО с неограниченной очередью, используя прежние 

приемы, можно найти: среднее число занятых каналов 

 
Рис. 9 
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(49) 

среднее число заявок в очереди 
 
(50) 

среднее число заявок в системе 

 
2 Практическая часть 

 
Задача 1В универсаме к узлу расчета поступает поток покупателей с 

интенсивностью =81чел. в час. Средняя продолжительность 

обслуживания контролером-кассиром одного покупателя tоб.=2 мин. 

Определить: 
а. Минимальное количество контролеров-кассиров птiп, при котором 

очередь не будет расти до бесконечности, и соответствующие 

характеристики обслуживания при n=nmin 
б. Оптимальное количество nопт контролеров-кассиров, при котором 

относительная величина затрат Соти, связанная с издержками на 

содержание каналов обслуживания и с пребыванием в очереди 

покупателей, задаваемая, например, как Соти = n


1
+Зtоч. будет 

минимальна, и сравнить характеристики обслуживания при n=nmin и 

п=попт. 
в. Вероятность того, что в очереди будет не более трех покупателей. 
Решение. а. По условию =81(1/ч)=81/60=1,35(1/мин.). По 

формуле (24) р = /= tоб=1,35*2 =2,7. Очередь не будет возрастать до 

бесконечности при условии р/n < 1, т.е. при п> р = 2,7. Таким образом, 

минимальное количество контролеров-кассиров nmin = 3. 
Найдем характеристики обслуживания СМО при п = 3. 
Вероятность того, что в узле расчета отсутствуют покупатели, по 

формуле (45) P0=(1+2,7+2,72/2!+2,73/3!+2,74/3!(3-2,7)-1 =0,025, т.е. в среднем 

2,5% времени контролеры-кассиры будут простаивать. 
Вероятность того, что в узле расчета будет очередь, по (48) 

 

 

 

 
Среднее число покупателей, находящихся в очереди, по (50) 

 
Среднее время ожидания в очереди по (15.42) 
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Среднее число покупателей в узле расчета по (51) 

Среднее время нахождения покупателей в узле расчета по (41) 

 
Среднее число контролеров-кассиров, занятых обслуживанием 

покупателей, по (49) к = 2,7. 
Коэффициент (доля) занятых обслуживанием контролеров-кассиров 

 
Абсолютная пропускная способность узла расчета A = 1,35 (1/мин), или 81 

(1/ч), т.е. 81 покупатель в час. 
Анализ характеристик обслуживания свидетельствует о значительной 

перегрузке узла расчета при наличии трех контролеров-кассиров. 
б. Относительная величина затрат при п = 3 

 
Рассчитаем относительную величину затрат при других значениях п 

(табл. 2). 
Таблица 2  

 
Как видно из табл. 2, минимальные затраты получены при п = nопт=5 

контролерах-кассирах. 
Определим характеристики обслуживания узла расчета при п= 

nопт=5. Получим Pоч = 0.091; Lоч= 0,198; Точ.=0,146 (мин);Lсист. = 2,90; 
Tсист. = 2,15 (мин); к = 2,7; k3 = 0,54. 

Как видим, при п =5 по сравнению с n= 3 существенно уменьшились 

вероятность возникновения очереди Роч, длина очереди Lоч и среднее время 

пребывания в очереди Точ и соответственно среднее число покупателей Lсцст и 

среднее время нахождения в узле расчета Tсист., а также доля занятых 

обслуживанием контролеров k3 Но среднее число занятых 

обслуживанием контролеров-кассиров к  и абсолютная пропускная 

способность узла расчета А естественно не изменились. 
в. Вероятность того, что в очереди будет не более 3 покупателей, 

определится как 
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(Заметим, что в случае n=3 контролеров-кассиров та же вероятность 

существенно меньше: Р(r≤3)=0,464) 
Задача 2. Железнодорожная касса с двумя окошками продает билеты в 

два пункта А и В. Интенсивность потока пассажиров, желающих купить 

билеты, для обоих пунктов одинакова: А =B=0,45 (пассажиров в минуту). 

На обслуживание пассажиров кассир тратит в среднем 2 мин. 

Рассматриваются два варианта продажи билетов: первый — билеты 

продаются в одной кассе с двумя окошками одновременно в оба пункта А и В 

второй — билеты продаются в двух специализированных кассах (по одному 

окошку в каждой), одна только в пункт А, другая — только в пункт В. 

Необходимо: 
а. Сравнить два варианта продажи билетов по основным 

характеристикам обслуживания. 
б. Определить, как надо изменить среднее время обслуживания одного 

пассажира, чтобы по второму варианту продажи пассажиры затрачивали 

на приобретение билетов в среднем меньше времени, чем по первому 

варианту. 
Решение, а. По первому варианту имеем двухканальную СМО, на 

которую поступает поток заявок интенсивностью = 0,45+0,45 = 0,9; 
интенсивность потока обслуживании µ= 1/2 = 0,5; р /n =1.8 /2 = 1,8. Так как 

р/п = 1,8/2 = 0,9 < 1, то предельные вероятности существуют. 
Вероятность простоя двух кассиров по (45) 
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Среднее время на ожидание в очереди и покупку билетов равно 

соответственно (по формулам (42) и (41)): Точ. = 7,67/0,9= 8,52 (мин) и 

Тсист. = 9,47/0,9 =10,5 (мин). 
По второму варианту имеем две одноканальные СМО (два 

специализированных окошка); на каждую поступает поток заявок с 

интенсивностью = 0,45. По-прежнему µ= 0,5; р = /µ = 0,9 < 1, предельные 

вероятности существуют. По формулам (40), (36), (42), (41) 

 
Итак, по второму варианту увеличились и длина очереди, и среднее 

время ожидания в ней и в целом на покупку билетов. Такое различие 

объясняется тем, что в первом варианте (двухканальная СМО) меньше 

средняя доля времени, которую простаивает каждый из двух кассиров: если 

он не занят обслуживанием пассажира, покупающего билет в пункт А, он 

может заняться обслуживанием пассажира, покупающего билет в пункт В, 

и наоборот. Во втором варианте такой взаимозаменяемости нет. 
Можно заметить, что среднее время на покупку билетов по второму 

варианту увеличилось более чем в 2 раза. Такое значительное увеличение 

связано с тем, что СМО работает на пределе своих возможностей (р = 

0,9): достаточно незначительно увеличить среднее время обслуживания 

Тоб, т.е. уменьшить µ, и р превзойдет 1, т.е. очередь начнет неограниченно 

возрастать. 
б. Выше было получено, что по первому варианту продажи билетов 

при среднем времени обслуживания одного пассажира toб. = 2 
(мин) среднее время на покупку билетов составит Tсист1 = 10,5 
(мин). По условию для второго варианта продажи 

 Tсист2< Tсист1 или с учетом (36) и (41): 
− 
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Итак, средние затраты времени на покупку билетов по второму варианту 

продажи уменьшатся, если среднее время обслуживания одного пассажира 

уменьшится более чем на 0,17 мин, или более чем на 8,5% 



 
 

Тема 3.3 Имитационное моделирование 
Занятие 8 Применение метода Монте-Карло 

1 Теоретическая часть 
Во многих задачах исходные данные носят случайный характер, поэтому 

для их решения должен применяться статистико-вероятностный подход. На 

основе таких подходов построен ряд численных методов, которые учитывают 

случайный характер вычисляемых или измеряемых величин. К ним принадлежит 

метод статистических испытаний, называемый также методом Монте -Карло, 

который применяется к решению некоторых задач вычислительной математики, 

в том числе вычисления интегралов. 
 
Рассмотрим идею применения метода Монте-Карло на примере 

вычисления определённого интеграла от функции, зависящей от одной 

переменной. Пусть необходимо вычислить интеграл от некоторой заданной 

функции f(x) на интервале [a,b]. Рассмотрим прямоугольник высотой H и 

длинной (b-a), такой, что функция f(x) целиком лежит внутри данного 

прямоугольника (рис 3.1).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.1 График функции f(x). 
 
Сгенерируем N пар случайных чисел (xi, yi), i=1,2,…,N , равномерно 

распределённых в данном прямоугольнике: a  xi  b, 0 yi H. Тогда доля точек 

(xi, yi), удовлетворяющих условию yi  f(xi), является оценкой отношения 

интеграла от функции f(x) к площади S рассматриваемого прямоугольника. 

Следовательно, оценка интеграла в данном методе может быть получена по 

формуле: 

,
N

n
SI S

N =                                                                                             (3.1) 

где 

f(x) 

x 

H 

0 
a b 

y 



 54 

S - площадь прямоугольника; 
nS - количество точек, удовлетворяющих условию yi  f(xi); 
N - полное количество точек. 
Можно использовать другой способ вычисления определённого интеграла, 

рассматривая его как среднее значение функции f(x) на отрезке [a,b]: 

,)(
1

)(
1

=

−=
N

i
iN xf

N
abI                                                                           (3.2) 

где 
xi - последовательность случайных чисел с равномерным законом 

распределения на отрезке [a,b]. 
Метод Монте-Карло также может быть использован и для вычисления 

кратных интегралов. 
 

2 Практическая часть 
Задача: Методом Монте-Карло вычислить интеграл  

2 2( )
G

I x y dxdy= +  

где область G определятся следующими неравенствами 
1/2х1    0у1 
Решение 
Область интегрирования принадлежит единичному квадрату 0х1    0у1 
Для вычисления интеграла воспользуемся таблицей случайных чисел при этом 

каждые два последовательных числа из этой таблицы примем за координаты 

случайной точки М(х,у) 
Табл. Случайные числа, равномерно распределенные на отрезке [0.1] 
0,57705 0,35483 0,11578 0,65339 
0,71618 0,09393 0,93045 0,93382 
0,73710 0,30304 0,93011 0,05758 
0,70131 0,55186 0,42844 0,00336 
0,16961 0,64003 0,52906 0,88222 
0,53324 0,20514 0,09461 0,98585 
0,43166 0,00188 0,99602 0,52103 
0,26275 0,55709 0,69962 0,91827 
0,05926 0,86977 0,31311 0,07069 
0,66289 0,31303 0,27004 0,13928 
Записываем координаты х и у случайных точек в таблицу 2 округляя до трех 

знаков после запятой, и выбираем те из них, которые принадлежат области 

интегрирования. 
П о р я д о к   з а п о л н е н и я таблицы 2 
1) Среди всех значений х выделяем те, которые заключены между 0.5 è x=1x = . 

Для этих значений полагаем 1=1, для всех остальных 1=0. Например, для 

х=0,577 имеем 1=1, для х=0,170 имеем 1=0. 
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2) Среди всех значений у, соответствующих выделенным х, выбираем те, 

которые заключены между 2 1( ) 0 è y(x)= xy x −= . Для этих значений полагаем 

2=1, для всех остальных 2=0. Например, для н=0,701 имеем 2=0, для х=0,205 

имеем 2=1 
х x  x  1 у ( )y x  y(x)  2  f(x,y) 

0.577 0.500 1.000 1 0.716 0 0.154 0 0  
0.737 0.500 1.000 1 0.701 0 0.474 0 0  
0.170 0.500 1.000 0 0.533   0 0  
0.432 0.500 1.000 0 0.263   0 0  
0.059 0.500 1.000 0 0.663   0 0  
0.355 0.500 1.000 0 0.094   0 0  
0.303 0.500 1.000 0 0.552   0 0  
0.640 0.500 1.000 1 0.205 0 0.280 1 1 0.452 
0.002 0.500 1.000 0 0.557   0 0  
0.870 0.500 1.000 1 0.323 0 0.740 1 1 0.855 
0.116 0.500 1.000 0 0.930   0 0  
0.930 0.500 1.000 1 0.428 0 0.860 1 1 1.048 
0.529 0.500 1.000 1 0.095 0 0.058 0 0  
0.996 0.500 1.000 1 0.700 0 0.992 1 1 1.482 
0.313 0.500 1.000 0 0.270   0 0  
0.653 0.500 1.000 1 0.934 0 0.306 0 0  
0.058 0.500 1.000 0 0.003   0 0  
0.882 0.500 1.000 1 0.986 0 0.764 0 0  
0.521 0.500 1.000 1 0.918 0 0.042 0 0  
0.071 0.500 1.000 0 0.139   0 0  
       Cуммы 4 3,837 
. 

1) Вычисляем =1*2. Области интегрирования принадлежат только те 

точки, для которых =1. Например для точки М(0,640б0,205) имеем =1. 
2) Вычисляем значение подынтегральной функции в полученных точках. 

После заполнения табл.2 вычисляем области интегрирования и по 

формуле (3) находим 
1 1 1

* (0.452 0.855 1.048 1.482) *3.837 0.240
4 4 16

I  + + + = =  

Точное значение интеграла I=0.21875. Результат имеет сравнительно 

небольшую точность потому, что N=20 не достаточно велико. 
1 1 1

*1*
2 2 4GV = =   
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3 Задания для самостоятельной работы 
Вычислить с указанной точностью  несобственные интегралы методом 

усечения 

1. 


+1
21

dx
x

arctgx
   =10-2              

 −

+1 sin2
.2

2

dx
x

xe x

   =10-2    

 
Занятие 10  Использование алгоритмов псевдогенераторов случайных чисел 

1 Теоретическая часть 
Генераторы ПСЧ могут работать по разным алгоритмам. Одним из простейших 

генераторов является так называемый линейный конгруэнтный генератор, 
который для вычисления очередного числа ki использует формулу: 

cbkak ii mod)( 1 += − , 
где а, b, с — некоторые константы, a ki-1 — предыдущее псевдослучайное число. 
Для получения k1 задается начальное значение k0.  
Достоинством линейных конгруэнтных генераторов ПСЧ является их простота и 

высокая скорость получения псевдослучайных значений. Линейные 

конгруэнтные генераторы находят применение при решении задач 

моделирования и математической статистики, однако в криптографических 

целях их нельзя рекомендовать к использованию,  так как специалисты по 

криптоанализу научились восстанавливать всю последовательность ПСЧ по 

нескольким значениям. Например, предположим, что противник может 

определить значения k0, k1 , k2, k3. Тогда:  

cbkak

cbkak

cbkak

mod)(

mod)(

,mod)(

23

12

01

+=

+=

+=

 

Решив систему из этих трех уравнений, можно найти а, b и c . 
Для получения псевдослучайных чисел предлагалось использовать также 

квадратичные и кубические генераторы: 

cbkakakak

cbkakak

iiii

iii

mod)(

mod)(

131
2
21

3
1

121
2
1

+++=

++=

−−−

−−  

Однако такие генераторы тоже оказались непригодными для целей 

криптографии по той же самой причине «предсказуемости». 
 

2 Практическая часть 
Возьмем в качестве примера a=5,b=3,c=11 и пусть k0 = 1. В этом случае мы 

сможем по приведенной выше формуле получать значения от 0 до 10 (так как с = 
11). Вычислим несколько элементов последовательности: 

k1 = (5 * 1 + 3) mod 11 = 8; 
k2 = (5 * 8 + 3) mod 11 = 10; 
k3 = (5 * 10 + 3) mod 11 = 9; 
k4 = (5 * 9 + 3) mod 11 = 4; 
k5 = (5 * 4 + 3) mod 11 = 1. 
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Полученные значения (8, 10, 9, 4, 1) выглядят похожими на случайные числа. 

Однако следующее значение k6 будет снова равно 8: 
k6 = (5 * 1 + 3) mod 11 = 8. 

А значения k7 и k8 будут равны 10 и 9 соответственно: 
k7 = (5 * 8 + 3) mod 11 = 10; 
k8 = (5 * 10 + 3) mod 11 = 9. 

Выходит, наш генератор псевдослучайных чисел повторяется, порождая 

периодически числа 8, 10, 9, 4, 1. К сожалению, это свойство характерно для 
всех линейных конгруэнтных генераторов. Изменяя значения основных 

параметров a, b и c, можно влиять на длину периода и на сами порождаемые 

значения ki. Так, например, увеличение числа с в общем случае ведет к 

увеличению периода. Если параметры a, b и c выбраны правильно, то генератор 

будет порождать случайные числа с максимальным периодом, равным c. При 

программной реализации значение с  обычно  устанавливается равным 2b-1 или 

2b, где b — длина слова ЭВМ в битах.  
 

3 Задания для самостоятельной работы 
Определите последовательность из первых десяти чисел и период линейного 

конгруэнтного генератора ПСЧ для различных параметров а, b и c: 
а) а =11, b =7 и c = 16; б) а =21, b =19 и c = 32; 
в) а =19, b =7 и c = 32; г) а = 11, b =3 и c = 32. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Курсовая работа является заключительным этапом обучения студентов по 

дисциплине "Математическое моделирование" и должна способствовать:  
• закреплению, углублению, обобщению и систематизации знаний, 

полученных студентами за время изучения дисциплины; 
• приобретению опыта моделирования и аналитического решения 

оптимизационных задач; 
• усвоению современных методов и технологий программирования; 
• формирования умений и навыков самостоятельного умственного труда, 

комплексной проверки уровня знаний и умений; 
• развитию навыков работы с технической документацией, научной и 

справочной литературой, 
• формированию у студентов общих (ОК) и профессиональных (ПК) 

компетенций. 
. 
Код Наименование результата обучения 

ОК 1 Понимать сущность и социальную значимость своей будущей 

профессии, обладать высокой мотивацией к выполнению 

профессиональной деятельности в области обеспечения 

информационной безопасности 
ОК 2 Организовывать собственную деятельность, выбирать типовые 

методы и способы выполнения профессиональных задач, оценивать 

их эффективность и качество 
ОК 3 Принимать решения  в стандартных и нестандартных ситуациях и 

нести за них ответственность 
ОК 4 Осуществлять поиск и использование информации, необходимой 

для эффективного выполнения профессиональных задач, 

профессионального и личностного развития  
ОК 5 Использовать информационно-коммуникационные технологии в 

профессиональной деятельности 
ОК 6 Работать в коллективе и команде, эффективно общаться с 

коллегами, руководством, потребителями 
ОК 7 Брать на себя ответственность за работу членов команды 

(подчиненных), результат выполнения заданий. 
ОК 8 Самостоятельно определять задачи профессионального и 

личностного развития, заниматься самообразованием, осознанно 

планировать повышение квалификации 
ОК 9 Ориентироваться в условиях частой смены технологий в 

профессиональной деятельности 
ОК 10 Исполнять воинскую обязанность, в том числе с применением 

полученных профессиональных знаний (для юношей). 
ОК 11 Применять проектный подход в профессиональной деятельности 
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Код Наименование результата обучения 
ПК 1.1 Выполнять разработку спецификаций отдельных компонент. 
ПК 1.2 Осуществлять разработку кода программного продукта на основе 

готовых спецификаций на уровне модуля. 
ПК 1.3 Выполнять отладку программных модулей с использованием 

специализированных программных средств. 
ПК 1.4 Выполнять тестирование программных модулей. 
ПК 1.5 Осуществлять оптимизацию программного кода модуля. 
ПК 5.3 Выполнять работы по модификации отдельных компонент 

программного обеспечения. 
 ПК 5.4 Обеспечивать защиту программного обеспечения компьютерных 

систем. 
 

В процессе подготовки курсовой работы студенты решают 

оптимизационные задачи различной тематики. Курсовую работу студенты 

выполняют по индивидуальным заданиям. 
Обязательным условием выполнения курсовой работы студентом 

является творческое отношение к делу в сочетании с самостоятельностью 

выполнения порученной работы. 
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1 ЦЕЛЬ И ЗАДАЧИ КУРСОВОЙ РАБОТЫ 
 

Целью курсовой работы является решение оптимизационной задачи как 

аналитическими методами, так разработка программного обеспечения его 

реализации.  
В процессе курсового проектирования студенты должны:  

• создать математическую модель поставленной задачи; 
• выбрать алгоритм решения задачи; 
• описать алгоритм решения задачи; 
• аналитически решить задачу; 
• разработать программное обеспечение для реализации выбранного 

алгоритма; 
• сравнить и проанализировать полученные результаты. 
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2 ОСНОВНЫЕ ТРЕБОВАНИЯ К КУРСОВОЙ РАБОТЕ 

 

Основными требованиями к курсовой работе являются обязательное 

выполнение в процессе оформления требований ЕСКД и ЕСПД (1-2), 
использование при разработке системы современных методов и приемов 

решения оптимизационных задач, строгое планирование процесса 

проектирования, составления и отладки программного продукта. 
 
2.1 Тематика курсовой работы 
 
Тема курсовой работы должна предполагать освоение определенного 

метода решения оптимизационной задачи, указанного в приложение А, и 

применение его при решении конкретного практического задания. 
Тема курсовой работы может выдаваться группе студентов (не больше 

трех человек), при этом практические задания у каждого студента 

индивидуальные. 
 
2.2 Исходные данные к курсовой работе 
 
Курсовая работа выполняется в соответствии с индивидуальным 

заданием на курсовую работу, бланк которого приведен в приложении Б.  
Курсовая работа ориентирована на создание программного продукта, 

реализующего заданный метод. Выбор программных средств зависит от 

решаемой задачи и подлежит согласованию с преподавателем.  
По согласованию с руководителем курсовой работы студент может 

предлагать свою тему курсовой работы. 
 
2.2 Разработка плана курсовой работы  
 
Студент под руководством преподавателя-руководителя составляет 

рабочий план курсовой работы, т.е. определяет ее основные элементы. 
Курсовая работа носит практический характер и содержит: 
• титульный лист; 
• содержание, которое включает наименование всех разделов и 

подразделов работы с указанием номеров страниц, на которых 

размещается начало разделов и подразделов; 
• введение, в котором раскрывается актуальность и значение темы, 

формулируется цель работы; 
• основная часть, которая состоит из двух разделов: 

- в первом разделе содержаться теоретические основы 

разрабатываемой темы; 
- вторым разделом является практическая часть, которая 

представлена расчетами, таблицами, схемами, программами; 
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• заключение, в котором содержатся выводы и рекомендации о 

возможности практического применения  материалов работы; 
• список использованных источников; 
• приложения. 

 
В соответствии с рабочим планом составляется график написания 

курсовой работы, т.е. намечаются сроки проработки каждого раздела и 

представления материалов для просмотра руководителю. Пример оформления 

графика выполнения курсовой работы приведен в приложении В. 
 
2.3 Выполнение курсовой работы 
 
Подготовка и написание курсовой работы включает ряд 

последовательных этапов: 
1 Выбор темы и получение от руководителя первоначальных 

рекомендаций по методам исследования и источникам необходимой 

информации. 
2 Изучение литературы и ее анализ, составление библиографического 

списка использованных источников. 
3 Разработка плана курсовой работы. 
4 Формулирование основных теоретических положений. 
5 Аналитическое решение практического задания. 
6 Разработка алгоритма реализации заданного метода с применением 

вычислительной техники. 
7 Создание программного продукта, реализующего разработанный 

алгоритм. 
8 Формулировка выводов, рекомендаций. 
9 Оформление курсовой работы и составление отзыва на нее 

руководителем. 
10 Защита курсовой работы. 
 
2.4 Оформление пояснительной записки 
 
По результатам курсового проектирования составляется пояснительная 

записка, которая состоит из описания всех этапов работы, и приложения, 
включающие распечатки кода машинной реализации задачи. Образец 

титульного листа пояснительной записки приведен в приложении Г. 
Пояснительная записка должна содержать следующие разделы: 
ВВЕДЕНИЕ 
1 ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

1.1 Общая постановка задачи 
1.2 Алгоритм решения задачи 

2 ПРАКТИЧЕСАКАЯ ЧАСТЬ  
2.1 Постановка задачи 
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2.2 Аналитическое решение задачи 
2.3 Решение задачи с применение средств вычислительной техники 
2.4 Сравнение полученных результатов 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 
ПРИЛОЖЕНИЯ  
 
Объем курсовой работы должен быть не менее 15-20 страниц печатного 

текста на одной стороне писчей бумаги формата А4. 
Пояснительная записка оформляется в соответствии с ГОСТ 2.105-95 

ЕСКД. Общие требования к текстовым документам. 
Размеры полей при оформлении пояснительной записки: левое поле – не 

менее 20 мм, верхнее поле – не менее 20 мм, правое поле – не менее 20 мм, 

нижнее поле – не менее 10 мм. 
Для компьютерного набора текста используется гарнитура «Times New 

Roman» размером кегля 12 пунктов с полуторным межстрочным интервалом 

или 14 пунктов с одинарным межстрочным интервалом. Нумерация страниц 

сквозная и проставляется в правом верхнем углу страницы. Первой страницей 

является титульный лист, на котором номер страницы не проставляется 
(приложение Г). Вторым листом работы является лист задания. 

Рисунки и схемы выполняются вручную черной тушью или с помощью 

компьютера. Схемы алгоритмов выполняются в точном соответствии с ГОСТ. 

Рисунки нумеруются последовательно арабскими цифрами или в пределах 

раздела и могут сопровождаться пояснительными подписями. На все рисунки 

должны быть ссылки в тексте. Рисунки помещаются после первого упоминания 

в тексте.  
Цифровой материал рекомендуется оформлять в виде таблицы. Таблицу 

помещают после первого упоминания в тексте. Над левым верхним углом 

таблице помещается надпись "Таблица" с указанием ее порядкового номера. 

Затем следует заголовок таблицы. При ссылке на таблицу указывается ее 

номер, например: (таблица 1). 
Записка подписывается студентом и руководителем. 
 
2.5 Защита курсовой работы 
 
В установленные сроки выполненная курсовая работа представляется 

руководителю для составления отзыва, в котором определяется соответствие 

работы заявленной теме, уровень, качество и полнота разработки поставленных 

вопросов,  оценивается теоретическая и практическая значимость курсовой 

работы и делается вывод о готовности студента к защите курсовой работы.  
Защита курсовой работы включает: 
• сообщение студента по содержанию работы в течение 10 минут, 

используя необходимый графический материал (презентацию) и 
демонстрируя работу программы на компьютере; 

• вопросы руководителя студенту по теме работы; 
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• высказывание руководителя по поводу качества выполнения работы; 
• выставление оценки. 
Оценка за курсовую работу (проект) выставляется с учетом качества ее 

выполнения и оформления. 
 
Основными критериями оценки курсовой работы (проекта) являются: 
• актуальность и степень разработки темы; 
• творческий подход и самостоятельность в анализе, расчетах, 

разработки программного обеспечения, обобщениях, выводах; 
• правильность проведенных расчетов и работы программы; 
• новизна и практическая значимость выводов и рекомендаций, их 

обоснованность; 
• соблюдение требований к оформлению работы, аккуратности 

исполнения. 
 
Курсовая работа оценивается по пятибалльной системе. Положительная 

оценка выставляется при успешной защите курсовой работы на оценку не ниже 

оценки «удовлетворительно». 
 

 

2.6 Методические рекомендации к курсовой работе 
 
2.6.1 Теоретическая часть 

 
В первом разделе содержаться теоретические основы разрабатываемой 

темы. Автор работы должен изложить общую постановку задачи и привести 

общий алгоритм решения задачи выбранным методом в соответствии с темой 

курсовой работы. 
 

2.6.2 Практическая часть 
 
Второй раздел основной части пояснительной записки должен включать 

постановку практической задачи, в случае необходимости описание построения 
ее математической модели. 

В подразделе «Аналитическое решение задачи» необходимо привести ход 

решения практической задачи с помощью таблиц, систем уравнений, описывая 

каждый шаг. 
Подраздел «Решение задачи с применение средств вычислительной 

техники» должен содержать обоснование выбора языка программирования, 

описание структуры программы реализации выбранного метода, технологию 
работы с программой. 

В подразделе «Сравнение полученных результатов» необходимо 

проанализировать результаты решения практической задачи аналитическим 

способом и с использованием компьютера. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 
 

Примерные темы курсовых работ 

1. Реализация метода искусственного базиса 

2. Реализация модифицированного симплекс метода 

3. Реализация симплекс метода в случае положительных свободных 

членов 

4. Реализация  симплекс метода в случае отрицательных свободных 

членов 

5. Геометрическое истолкование задачи линейного программирования 

6. Решение транспортной задачи. Определение опорного плана 

методом минимального элемента (наименьших затрат). 

7. Транспортная задача и ее решение  методом северо-западного угла 

8. Реализация задачи о нахождении кратчайшего пути в графах 

9. Реализация задачи о нахождении максимального потока в графе  

10. Реализация задачи о замене оборудования. 

11. Реализация задачи о распределении средств между предприятиями. 

12.  Реализация задачи о нахождении оптимального плана игры (игра 

по выбору) 

13. Реализация задачи о теории расписаний. 

14. Решение уравнения Колмогорова. 

15. Реализация задач имитационного моделирования. 

16. Реализация задачи прогнозирования потребительского спроса. 

17.  Реализация задачи теории принятия решений. 

18.  Реализация задачи  метода Форда. 

19.  Реализация задачи  метода Флойда 

20. Реализация распределительной задачи. 

21. Реализация задачи оптимального ассортимента. 

22. Реализация балансовой задачи. 

23. Реализация задачи оптимального графика производства.
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б 

Образец задания на курсовую работу 
 

Министерство науки и высшего образования Российской Федерации 
ФГБОУ ВО «Тульский государственный университет» 

Технический колледж имени С.И. Мосина 
 

Задание для курсовой работы 

По дисциплине (МДК)_______________________________________________ 
студенту __________________________ курса, группы ___________________ 
специальность______________________________________________________ 
___________________________________________________________________ 
___________________________________________________________________ 

(фамилия, имя, отчество студента) 

 
на тему: 

____________________________________________________________________
____________________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

 

Отзыв на курсовую работу 
________________________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________________________

____________________________________________________________________________________________________________ 

____________________________________________________________________________________________________________________ 

Дата выдачи «___» __________ 20__г. 

Срок сдачи «___» ___________ 20__г. 

 

Руководитель   _________________  ___________________ 
                                                          (подпись)              (И.О.Фамилия)  
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ПРИЛОЖЕНИЕ В 
Образец графика выполнения курсовой работы 

Министерство образования и науки Российской Федерации 
ФГБОУ ВО «Тульский государственный университет» 

Технический колледж имени С.И. Мосина 
 

 График выполнения курсовой работы 
 

 
(фамилия, имя, отчество студента) 

Студента(ки)______________курса _________________группы ______________ 
специальность________________________________________________________

____________________________________________________________________ 
 
Тема курсовой работы:________________________________________________ 
____________________________________________________________________
____________________________________________________________________ 
 

Наименование Сроки Отметка 
о выполнении 

1 Разработка содержания курсовой работы: 
Введение    
Раздел 1   
1.1   
1.2   
Раздел 2   
2.1   
2.2   
2.3   
Заключение   
Подготовка приложений    

2 Оформление курсовой работы 
Оформление пояснительной записки   
Оформление приложений   
Оформление графической части   
 
 
Руководитель  _________________   ___________________ 
                                                    (подпись)              (И.О.Фамилия)  
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ПРИЛОЖЕНИЕ Г 
 

Пример оформления титульного листа 
 
 

Министерство науки и высшего образования Российской Федерации 
ФГБОУ ВО «Тульский государственный университет» 

Технический колледж С.И. Мосина 
 
 
 
 
 
 

КУРСОВАЯ РАБОТА 
по дисциплине «Математическое моделирование» 

 
на тему: «Нахождение кратчайшего пути» 

 
 
 
 
 

Автор работы, 
студентка гр.3-090203       А.А.Петрова 
 
 
Руководитель, 
преподаватель        П.П.Иванова 
 
 
 
 

Тула 2020 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Д 
 

Примеры оформления списка литературы 
 

Вид издания Оформление по ГОСТ Р 7.0.5-2008 
Книга одного 
автора 

Аверин А.К. Приспособления для металлорежущих станков: 

справочник. 7-изд., перераб. М.: Машиностроение, 1991. 303с. 
Книга двух 

авторов 
Болотин Ч.Л., Костромин С.П. Станочные приспособления: 

учеб. Пособие. 5-е изд. перераб. и доп. М.: Высш.шк.,1992.344с. 
Книга трех  

авторов 
Зверев М.П., Рыжков Э.В., Аверченков А.В. Технологическая 

оснащенность в машиностроении. Минск: Наука и техника. 

1992.443с. 
Книга 

четырех и 

более авторов 

Дипломное проектирование по технологии машиностроения: 

учеб. пособие/ В.В. Бабук [и др.]. Минск: Высш.шк.,1992. 464с.    

Том 

многотомного 

издания 

Савельев И.В. Курс общей физики: в 3 т. Т.1. Механика. 

Молекулярная физика: учеб. пособие. 21-е изд., перераб. и доп. 

М.: Наука, 1992. 432с.  
Журнал Вестник Тульского Государственного университета. Серия 

«Современные проблемы законодательства России, 

юридических наук и правоохранительной деятельности. Вып.3 / 

ТулГУ: редкол. Т.Н. Толстухин и др.. Тула, 2000. 200с. 
Статья из 

журнала 
Дементьева А.А. Эффективность научных исследований // Изв. 

вузов. Машиностроение. 1991. №6. С. 4-9  
ГОСТ ГОСТ 7.53-2001. Издания. Международная стандартная 

нумерация книг. Взамен ГОСТ 7.53-86 ; введ. 2000-07-01. М.: 

Изд-во стандартов, 2001.75с. 
Книга на 

иностранном 

языке  

Sosodia M.N. Microwave circuits and passive devices. New York: 
Wiley, 1991. 240p. 

Статья из 

иностранного 

журнала 

Parker Susan N/ What , s new in metallcutin  research // Amer/ 
Mach. 1992. Vol. 129/ № 7 Р. 75-77 

Статья из 

сборника 

трудов 

Михайлов А.И. Методика расчета оптимального режима 

резания// Труды / Горьков. политех. ин-т. Горький, 1992. Т.: 

128. С.75-77 
Патент Приемопередающее устройство: пат. 218788 Рос. Федерация . 

№ 2000131736/09; заявл. 18.12.00, опубл. 20.08.02. Бюлл. № 

23(II ч.) 3с. 
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Тема 2.2 Линейное программирование 
 

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 1 
 

Тема работы: Решение оптимизационной задачи с помощью 

инструментальных средств  
Цель работы: уметь: 

− подбирать аналитические методы исследования математических 

моделей; 
− использовать численные методы исследования математических 

моделей; 
− работать с пакетами прикладных программ аналитического и 

числового исследования математических моделей; 
формировать общие и профессиональные компетенции: 

 

ОК 4. Осуществлять поиск и использование информации, необходимой для 

эффективного выполнения профессиональных задач, 

профессионального и личностного развития  

ОК 5. Использовать информационно-коммуникационные технологии в 

профессиональной деятельности 

ПК 1.2 Осуществлять разработку кода программного продукта на основе 

готовых спецификаций на уровне модуля. 

 
Материально-техническое оснащение: ПК, операционная система Windows 
Количество часов: 2 часа. 

 

I.Теоретическая часть 
Исходные данные транспортной задачи приведены схематически: внутри 

прямоугольника заданы удельные транспортные затраты на перевозку 

единицы груза (сij), слева указаны мощности поставщиков (a,), a сверху - 
мощности потребителей (bj). Найти оптимальный план закрепления 

поставщиков за потребителями (хij). 

Мощности 

поставщиков 
Мощности 

потребителей 
 

 

250 100 150 50 
80 6 6 1 4 
320 8 30 6 5 
100 5 4 3 30 
50 9 9 9 9 

 

В данной задаче суммарные запасы равны суммарным потребно- 



Транспортная задача, в которой суммарные запасы и 

потребности совпадают, является закрытой. 

Ввод условий задачи состоит из следующих основных шагов: 

1. Создание формы для ввода условий задачи. 
2. Ввод исходных данных. 
3. Ввод зависимостей из математической модели. 
4. Назначение целевой функции. 
5. Ввод ограничений и граничных условий. 

Матрица перевозок(изменямые 

ячейки)  

 1 1 1 1 

 1 1 1 1 

 1 1 1 1 

 1 1 1 1 

исходные 

данные    

  250 100 150 50 

80 6 6 1 4 

320 8 30 6 5 

100 5 4 3 30 

50 9 9 9 9 

Рис 1 . Создание формы для ввода условий задачи. 

Изменяемые ячейки В3:В6. В эти ячейки будет записан оптимальный план перевозки 

xij. Введены исходные данные задачи. 

 



Рис.2 Введены зависимости из математической модели. Выражение для 

вычисления целевой функции получено с помощью функции 

СУММПРОИЗВ(В3:В6БВ10:Е13) 

 

Рис.3 На экране диалоговое окно Поиск решения 

После вызова Поиска решения курсор подвести в поле «Установить целевую 

ячейку» и ввести адрес: В15. Ввести направление целевой функции 

«минимальному значению». Поместить курсор в поле «Изменяя ячейки». 

Ввести адреса изменяемых ячеек ВЗ:Е6. Далее следует добавить 

ограничения. 

 

Рис 4. На экране диалоговое окно добавление ограничения 

Все грузы должны быть перевезены, т.е. 



 

 

Рис. 5. На экране диалоговое окно Добавление ограничения.  

Все потребности должны быть удовлетворены, т.е. 

 

После ввода последнего ограничения вместо добавить ввести ОК. На экране 

появится окно Поиск решения с введенными ограничениями (см. рис. 2.). 

Решение задачи 

Решение задачи производится сразу же после ввода данных, когда на 

экране находится диалоговое окно Поиск решения (рис. 2.4.3). С помощью 

окна Параметры можно вводить условия для решения оптимизационных 

задач. В нашей задаче следует установить флажок «неотрицательные 

значения» и флажок «линейная модель» (рис. 2.4.6). Нажать кнопку ОК. Опять 

появится диалоговое окно Поиск решения. 



 

 

 

 

 

 

 

 

В результате решения получен оптимальный план перевозок: 

 

Матрица перевозок (изменяемые 

ячейки) 80 0 0 so 0 
320 200 0 70 50 
100 0 100 0 0 
50 50 2.13Е-Х4 0 0 

550 250 100 150 50 
 

 

 

 



Хв = 80 ед. груза следует перевезти от 1-го поставщика 3-му потребителю; 

Х21 = 200 ед. груза следует перевезти от 2-го поставщика 1-му 

потребителю; 

Х2з = 70 ед. груза следует перевезти от 2-го поставщика 3-му потребителю; 

Х24 = 50 ед. груза следует перевезти от 2-го поставщика 4-му потребителю; 

Хзг = 100 ед. груза следует перевезти от 3-го поставщика 2-му 

потребителю; 

Х41 = 50 ед. груза следует перевезти от 4-го поставщика 1 -му 

потребителю; 

Х42 = 0 ед. груза следует перевезти от 4-го поставщика 2-му 

потребителю. 

Общая стоимость перевозок = 3200. 

 
 

III. Контрольные вопросы 
 

1. Какая модель транспортной задачи является открытой? 
2. Какая модель транспортной задачи является закрытой? 
3. . Какие ячейки называются зависимыми? 
4.Как работает надстройка Поиск решения. 
5. Как работает функция СУММПРОИЗВ? 
 
 

IV. Оформление отчёта 
 

Отчет по лабораторно-практической работе составляется по следующей 

структуре: 
1. Наименование лабораторной работы. 
2. Цель работы. 
3. Описание назначения команд и их параметров. 
4. Результаты работы - изображение структуры каталогов. 
5. Ответы на контрольные вопросы. 
6. Вывод по работе. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Реферат - краткое изложение в письменном виде или в форме публичного 

выступления содержания книги, научной работы, результатов изучения 

научной проблемы. 

Реферат является самостоятельной письменной работы студента. Реферат 

- работа, касающаяся какой-то одной достаточно узкой темы и обозначающая 

основные общепринятые точки зрения на данную тему. В реферате необходимо 

осветить конкретный вопрос, по сути, нужно пересказать его (желательно 

своими словами). В реферате не требуется наличия большого фактического 

материала, глубокого анализа, фундаментальных выводов. 
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1 СТРУКТУРА РЕФЕРАТА 
 

Реферат должен включать оглавление, введение, несколько глав (от 2 до 

5), заключение и список использованных источников.  

 
Структура обычного реферата: 

• содержание; 
• введение; 
• несколько глав (от 2 до 5); 
• заключение; 
• список литературы (или библиографический список). 

Во введении реферата должны быть: актуальность темы реферата; цель 

работы; задачи, которые нужно решить, чтобы достигнуть указанной цели; 

краткая характеристика структуры реферата (введение, три главы, заключение и 

библиография); краткая характеристика использованной литературы.  

Объем введения для реферата - 1-1,5 страницы. 

Главы реферата могут делиться на параграфы. Главы можно заканчивать 

выводами. 

В заключении должны быть ответы, на поставленные во введении задачи 

и дан общий вывод. Объем заключения реферата - 1-1,5 страницы. 

Список использованных источников для реферата обычно должен 

включать 4-12 позиций - нормативные акты, книги, печатную периодику, 

интернет-ресурсы.  

У реферата могут быть приложения - картинки, схемы и прочие. 
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2 ОФОРМЛЕНИЕ РЕФЕРАТА 
 

Размеры полей при оформлении реферата: левое поле – не менее 20 мм, 

верхнее поле – не менее 20 мм, правое поле – не менее 20 мм, нижнее поле – не 

менее 10 мм. 
Для компьютерного набора текста используется гарнитура «Times New 

Roman» размером кегля 12 пунктов с полуторным межстрочным интервалом 

или 14 пунктов с одинарным межстрочным интервалом. Нумерация страниц 

сквозная и проставляется в правом верхнем углу страницы. Первой страницей 

является титульный лист, на котором номер страницы не проставляется 

(приложение).  
Каждая из частей реферата начинается с новой страницы. Заголовки 

каждой части реферата пишутся заглавными буквами и размещаются по центру 

строки. Между заголовком и последующим текстом должна быть пустая 

строка.  
Главы реферата могут делиться на параграфы (если реферат небольшой, 

то лучше этого не делать). Заголовок параграфа пишется строчными буквами с 

заглавной, размещается «по ширине страницы» и с отступом красной строки. 

Пропуска строки между заголовком параграфа и последующим текстом не 
делается. Главы и параграфы реферата нумеруются. Точка после номера не 

ставится. Номер параграфа реферата включает номер соответствующей главы, 

отделяемый от собственного номера точкой, например: «1.3». Заголовки не 

должны иметь переносов и подчеркиваний, но допускается выделять их 

«жирностью» или курсивом. 
Текст реферата размещается с центрированием «по ширине страницы». 

Абзацы выделяются красной строкой с отступом не менее 1,27 см. 

Рисунки нумеруются последовательно арабскими цифрами или в 

пределах главы: в каждой главе начинается заново (тогда номер рисунка перед 

собственно своим номером через точку содержит номер главы). Рисунки могут 

сопровождаться пояснительными подписями (Пример подписи рисунка: 
Рисунок 1 – Схема кодирования). На все рисунки должны быть ссылки в тексте. 

Рисунки помещаются после первого упоминания в тексте.  
Цифровой материал рекомендуется оформлять в виде таблицы. Таблицу 

помещают после первого упоминания в тексте. Над левым верхним углом 

таблице помещается надпись "Таблица" с указанием ее порядкового номера. 

Таблицы нумеруются последовательно арабскими цифрами или в пределах 

главы. Затем следует заголовок таблицы. При ссылке на таблицу указывается ее 

номер, например: (таблица 1 или таблица 2.3). 
Материал, дополняющий текст работы, размещается в приложениях. 

Приложениями могут быть таблицы,  схемы, диаграммы, чертежи, расчеты и 

т.д. Приложения обозначают заглавными  буквами русского алфавита, начиная 

с А, за исключением букв Ё, З, Й, О, Ч, Ь, Ы, Ъ. 
Пример - ПРИЛОЖЕНИЕ А 
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Каждое приложение следует начинать с  новой  страницы.  Вверху первой 

страницы каждого приложения посередине рабочей строки прописными 

буквами печатают слово «ПРИЛОЖЕНИЕ» и его  обозначение.  Приложение 

должно иметь заголовок,  который записывают по центру рабочей строки с 

прописной буквы отдельной строкой. 
Список использованных источников для реферата обычно должен 

включать 4-12 позиций - нормативные акты, книги, печатную периодику, 

интернет-ресурсы. Впереди идут нормативные акты, потом книги, далее 

печатная периодика, источники с электронных носителей (например, 

«Консультант Плюс» или CD-издания), далее интернет-источники. 

Очень желательно, чтобы в реферате были ссылки. Количество ссылок 

для реферата - от 2 до 10. Ставить ссылки можно двумя способами: за текстом 

номер ссылки в верхнем регистре - и внизу страницы название источника; за 

текстом в квадратных скобках с указанием номера источника по списку 

литературы. Ссылки безусловны на все точные числовые данные и на все 

прямые цитаты. 
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3 ПРИМЕРНАЯ ТЕМАТИКА РЕФЕРАТА 
 

1. Применение аналитических моделей. 
2. Применение модели потока заявок. 
3. Применение вероятностных моделей процессов. 
4. Применение статистических моделей. 
5. Применение имитационных моделей. 
6. Применение метода статистических испытаний. 
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Тема 1.3. Статистическая мера информации
Практическое занятие: <<Определение количества информации в

сообщении>>
Теоретическая часть

Логарифмическая мера позволяет вычислять количество информации, -

бит;
/ = Io8z N, где

N количество возможных равновероятностных событий (формула
Хартли).

Величина, вычисляемая по формуле Хартли, является максим€Lпьным
количеством информации.

Встатистической теории информации вводится более общая мера
количества информации, в соответствии с которой рассматривается не само
событие, а информация о нем. Этот вопрос глубоко проработан К.Шенноном
в работе <Избранные труды по теории информации). Если появляется
сообщение о часто встречающемся событии, вероятность появления которого
близка к единице, то такое сообщение для получателя м€Llrоинформативно.
Столь же мЕLлоинформативны сообщения о событиях, вероятность появления
которых близка к нулю.

Событияможно рассматривать как возможные исходы некоторого
опыта, причем все исходы этого опыта составляют ансамбль, или полную
группу событий. К. Шеннион ввел понятие неопределенности ситуации,
возникающей в процессе опыта, н€ввав ее энтропией. Энmропuя ансамбля
есть количественная мера его неопределенности и, следовательно,
информативности, количественно выражаемая как средняя функция
множества вероятностей каждого из возможных исходов опыта.

Средняя информация, доставляемая одним опытомлl.р вычисляется по

формуле IIТgцц9цз

/.р : - Xf=, ptlogzpi = Н, где
Ё- разныхтиповисхода опыта,
pi - вероятность появления i-го типа исхода (формула Шеннона).
Щанная величина нuвывается энтропией и обозначается обычно буквой

н.

Практическая часть
Прu.шер .l. Рассчитать количество информации, которое получится по

окончании опыта, состоящего изпроцедуры бросаниямонеты, пирамиды,
кубика, рулетки.События (исходы) опытов равновероятны, т.е. монета,
пирамидка и кубик симметричны и однородны, а ((честнаяD рулетка имеет 64
сектора.

Реu.ленuе.

Количество возможных событий для монеты N:2, для пирамиды N:4,
для кубика N:6, для рулетки N:64.



Рассчитываем количество информации,
окончании опытапо формуле Хартли:

для монеты I:Iog22:1 бит;
для пирамиды I : 1og24 :2 бит;
для кубика I:1o926 о2,6 бит;
для рулетки I:1o9264 :6 бит.

которое получится по

Оmвеm : Количество информации
для монеты I: 1 бит;
для пирамиды I:2 бит;
для кубика I*2,6 бит;
для рулетки I :6 бит.

Пршлер 2. Определить количество информации, связанное с
появлением каждого символа в сообщениrIх, записанных на русском языке.
Считать, что русский алфавит состоит из 33 букв и знака <<пробел>> для
разделения слов.

Реu,tенuе.
1) Найдем количество возможных событий N,

N:33+1:34
2) Рассчитываем количество информации по формуле Хартли:

1: 1og2 34 х 5 бит.

Оmвеm: Количество информации1* 5 бит.

Прuмер 3. Определить количество информации, связанное с
появлением каждого символа в сообщениях, записанных на русском языкес

учетом того, что в словах русского языка (равно как и в словах других
языков) различные буквы встречаются неодинаково часто. В таблице 1

приведены вероятности частоты употребления р€вличных знаков русского
алфавита, полученные на основе анализа очень больших по объему текстов.

Решенuе.
Рассчитываем количество информации по формуле TTIeHHoHa:

I - - Xij, pt|ogzpt- 4,72 бит.



Таблица 1 Частотность букврусского языка

l Сltмвол р(;) , Символ P(i) I Симво.lt р(r)

l Пробсл 0,1 75 lз к 0,028 24 г 0,0l 2

) о 0,090 l4 м 0,026 25 ч 0,0l2

3 Е 0,072 l5 д 0,025 26 й 0,0l0
4 Ё 0,072 lб п 0,023 27 х 0,009

5 А 0,062 l1 у 0,02l 28 ж 0,007

6 и 0,0б2 l8 я 0,0l8 29 ю 0,006
,| т 0,053 l9 ы 0,0l б 30 ш 0,006

8 н 0,053 20 з 0,0tб зl ц 0,004

9 с 0,045 2l ь 0,0l4 32 щ 0,00з

l0 р 0,0,t0 22 ъ 0,0l4 33 э 0,00з

ll в 0,038 23 Б 0,0l4 34 Ф 0,002

l2 л 0,035

Оmвеm : Количество информацииIх4,7 2 бит.

Задания для самостоятельной работы
1. Сравните полученные результаты примеров 2 и 3 и дайте

объяснение.

2. Определить количество информации, связанное с появлением
каждого символа в сообщениях, записанных на языках, использующих
латинский алфавит, - английского, немецкого, французского и др. (26

р€вличных букв и <пробеп).
З. Определить количество информации, связанное с появлением

каждого символа в сообщениях, составив таблицы частотности букв для
каждого сообщения:

а) Дтя получения дополнительного кода отрицательных чисел можно
воспользоваться следующим образом : сначала инвертируется цифровая часть
исходного числа, в результате получается его обратный код; затем
добавляется единица в младший разряд цифровой части числа и тем самым
полrIается дополнительный код этого изображения.

б) В простейшем виде табличный метод чисел из одной системы
счислениrI в другую заключается в следующем: имеется таблица всех чисел
одноЙ системы с соответствующими эквивалентами из другоЙ системы;
задача перевода сводится к нахождению соответствующей строки таблицы и
выбору из нее эквив€uIента. Такая таблица очень громоздка и требует
большой емкости памяти для хранения.

в)Естественная форма представления числа в цифровом автомате
характеризуется тем, что положение его разрядов в автоматном
ИЗОбражении остается всегда постоянным независимо от величины самого
числа. Существует также другое н.ввание этоЙ формы записи чисел 

-



представление чисел с фиксированной запятой или с фиксированной
точкой.

г) Входные величины независимо от количества значащих цифр моryт
содержать грубые ошибки, возникающие из-за опечаток, ошибочных
отсчетов показаний каких-либо приборов, некорректной постановки задачи
или отсутствия более полной и точной информации. При переводе чисел из
одной системы счисления в другую неизбежно возникают погрешности,
оценить которые нетрудно, если известны истинные значения входных
чисел.

Замечание: при выполнении задания заполните таблицу:

Символ Пi Pi lоg, р, pi logz pi

I



Тема 1.б. Формы представления информации
Практическое занятие : <<Применение помехоустойчивого кодирова ния>>

Теоретическая часть
Из опыта известно, что высоконадежное оборудование нелегко

построить.
В случаях, когда возможно повторение, часто бывает достаточно лишь

обнаружить ошибку. После обнаружения ошибок, сообщение передается
повторно и при некоторой улаче второе (или, возможно, третье) повторение
булет верным.

Нельзя обнаружить ошибку, если любой принятый символ может
служить сообщением. Ошибки можно обнаружить только в том случае, если
на возможные сообщения н€шожены некоторые ограничения.

Задача состоит в том, чтобы свести ограничения на возможные
сообщения к достаточно простым (легко вычислимым).

Кодыс обнаружением ошибок
Просmьtе проверкu на чеmносmь
Простейший способ кодирования двоичного сообщения для

обнаружения ошибки состоит в подсчете числа 1 в сообщении и добавлении
еще одного с тем, чтобы во всем сообщении содерж€lлось четное число
1,таким образом, к (n-1) символам сообщения добавляется п-я позиция для
проверки на четность. На приемном конце производится подсчет числа 1, и
нечетное число 1 во всех n позициях укЕвывает на появление, по крайней
мере, одной ошибки.

Ясно, что такой подход не может обнаружить двойной ошибки. Однако
нечетное число ошибок обнаружить можно.

Подсчет числа l и выбор четного их числа эквив€Lпентен
использованию арuфллеmuкu по моdулю 2. Модуль 2 означает, что каждое
число делится на 2 (основание) и заменrIется остатком. В этой арифметике (в
которой последовательный счет идет так: 0,1,0,1,...) производится подсчет по
модулю 2 числа единиц в первых ("-1) позициях сообщения, и затем

результат помещается в п-ю позицию. Таким образом, среди n посылаемых
символов содержится четное число единиц.

Обычно длинные сообщения, состоящие из двоичных символов,

разбиваются на отрезки (блоки) по (n-1) символов в каждом, и j к каждому
отрезку добавляется по одному символу; таким образом, получается
передаваемый блок длиной п, При необходимости последний блок
дополняется нулями. Этот метод приводит к избыточности, равной
п/ (п-I ):]+I/ (п-1) Избыточность определяется как отношение числа
используемых двоичных символов миним€шьно необходимому числу
символов . Чuсmая uзбьtmочносmь равна 1/(n-1).

Ясно, что для получения низкой избыточности следует применять
длинные сообщения. Однако для получения высокой надежности
предпочтительнее короткие сообщения. Таким образом, выбор длины



ппосылаемых блоков сообщения является результатом компромисса между
двумя противоположными силами.

Простые коды для обнаружения пакетов ошибок
Ошибки (шум) в принятом сообщении чаще группируются в пакеты, а

не в отдельные изолированные позиции. Вспышки молнии, флуктуации
питающего напряжения, дефекты магнитной поверхности являются
типичными причинами, приводящими к возникновению пакетов ошибок.

Предположим, эксперимент€Lпьно получена максим€tпьная длина L
пакета ошибок, который должен быть обнаружен. .Щля простоты примем, что
длина пакета Z совпадает с длиной передаваемого слова. В этих условиях
нужно выбрать подходящий код с обнаружением ошибок (или код с
исправлением ошибок), и вместо вычисления проверок на четность по битам
следует вычислить проверку на четность по словам. В самом деле, работа со
словами, а не с битами приводит к Z независимым (перемежающимся) кодам,
по одному для каждого двоичного символа в слове.

Если пакет перекрывает конец одного слова и нач€Lпо другого, то по-
прежнему ни в каком коде не встретятся две ошибки, поскольку, по
предположению, длина Ё пакета удовлетворяет условию 0*<L.

Таким образом, можно передавать сообщения по каналу с пакетами
ошибок, если есть возможность определить конфиryрацию щумов и
соответственно организовать проверки.

Практическая часть
Пршwер 1.Сформировать отправляемое сообщение кодом четности.
Исходные сообщения
а) 00101101
б)0100l 100
Реuленuе.
а) Сложим значения битов исходного сообщения по модулю 2.
0+0+ 1+0+ 1+ 1+0+ | : 4 (mod 2) : 0
Таким образом, в конец сообщения добавиться бит равный 0:

001011010
б) Сложим значения битов исходного сообщения по модулю 2.
0+1+0+0+1+1+0+0 : 3 (mod 2): I

Следовательно, в конец сообщениядобавиться битравный 1:

0l0011001

Оmвеm:Закодированные сообщения 00101 1010, 0 1001 100 1.

Прttlwер 2.Проверить принятое сообщение на напичие ошибки.
Принятые сообщения
а) 0100101101101l
б) 11010100110100



Реu,ленuе.

а) Сложим значения битов исходного сообщения.
0+ 1+0+0+1 +0+1 +1+0+1 +1+0+1+1 : 8

Сумма полr{илась четной, следовательно, в принятом сообщении
ошибка отсутствует.

б) Сложим значения битов исходного сообщения.
1 + 1 +0+ 1 +0+1 +0+0+ 1 + 1 +0+ 1 +0+0: 7

сумма пол)л{илась нечетной, следовательно, в принятом сообщении
ошибка присутствует.

Оmвеm:в принятом сообщении 010010l l011011 ошибка отсутствует,
в принятом сообщении 110l01001l010 ошибка присутствует.

Прuмер 3. Необходимо отправить сообщение Рrоgrаm, закодировав
кодом ACSII и используя для проверки код четности.

Реtаенuе
1) Закодируем сообщение кодом ACSII, воспользовавшись таблицей

(приложение).
Р:120в:001 010 0002
1162g:001 1l0 0102
о:157з:001 101 1112
g:|47 g: 001 100 1 1 12

r:|62g:001 110 0102
а:|41з:001 100 0012
m:1556:001 101 1012

Сообщение будет иметь вид

001010000001 1 10010001 101 1 1 l00l 1001 1 1001 1 10010001 100001001 101 101

2)Разобьем его на блоки по 7 символов

00l0100 0000111 00l0001 l0l1110 0110011 l00l110 0100011 0000100 1101101

.Щобавим в каждый блок по 1 символу - проверка на четность, получим
закодированное сообщение для передачи.

00101000 00001111 00100010 10111101 01100l10 10011100 01000111 00001001 110110ll

Оmвеm:сообщение Рrоgrаm, закодированное для передачи, имеет вид

00101000 00001111 00100010 l01lll01 01100l10 10011100 0l000l11 00001001 1l0ll0ll

Пример 4. Сообщение Fаll 1980 нужно закодировать кодом ASCII
дляисправления пакетов.



Реuленuе.
1) Закодируем сообщение кодом ACSII, воспользовавшись таблицей

(приложение).Здесь проверки на четность не используются.
F: 106 : 0l
а: l4l :0l
I - l54: 0l
l :154:0l

ýР:040-00

000 Il0
l00 00l

tol l00
l0l l00
l00 000

l - 06l :00
9_07l:00
8: 070 : 00

0:060:00

l l0 00l

lll 00l
IIl 000

l l0 000

2) Контрольная сумма сообщения получается пор€врядным
сложением битов всех символов, входящих в данный разряд, по модулю 2, и

равна
00 000 1112: 007з:вЕL,

Таким образом, закодированное сообщение имеет вид Fаll 1980 BEL,
где BEL - символ кода ASCII для 00 000 l112.

Оmвеm:закодированное сообщение имеет вид Fall 1980 BEL

Задания для самостоятельной работы
1Сформировать отправляемое сообщение кодом четности.

а) 101l1001
б) 01 10101 1

в) 01101001
г) 10011101

2 Проверить принrIтое сообщение на н€Lпичие ошибки.
а) 1010111011000l
б) 00101 100100100
в) 0l 101001010001
г) 10101100011101

З Необходимо отправить сообщение, закодировав кодом ACSII и используя
для проверки код четности.

а) Access
б) Backup
в) Cancel
г) Device

4 Сообщения закодировать кодом ASCII дляисправления пакетов.
а) Centralized database
б) Computer test
в) Digital signal
г) Functionblock



Тема 2.2. Перевод числовой информации из одной
позиционной системы в друryю

Практическое занятие: <<Осуществление перевода чисел из одной
системы счисления в друryю>>

Теоретическая часть
Система счислениf, 

- 
совокупность приемов и правил для записи

чисел цифровыми знаками или символами.
Все системы представления чисел делят на позиционные и

непозиционные. Самый простой способ записи чисел может быть описан
выражением 

t=k

Ao=Dt*Dz*...*DK=FD,Lд
t=L

где А - запись числа А в системе счисления D; D1 - символы
системы, образующие базу D : {D,, Dz,...,DK}.

По этому принципу построены непозиционные системы счисления.
Непозиционная система счислени система, для которой значение

символа не зависит от его положения в числе.
в общем сл)п{ае системы счисления можно построить по следующему

принципу:
дв = аtВt * а2В, + ",+ anBn (1)

где Аз 
-запись 

числа А в системе счисления с основанием Bii ai -
цифра (символ) системы счислениrI с основанием Bii В1 база, или
основание системы.

Если предположить, что В1 : чi, гд€ q - основание системы счисления,
то с у{етом (1)

Вt:Ч Bt-:- Q)
Позиционная система счисления система, удовлетворяющаJI

равенству (2). Естественная позиционная система счисления имеет место,
если q - целое положительное число.

,Щля позиционной системы счисления справедливо равенство
дq : Z|-!*aiqt (З)

Или дп = апчп + ",+ аtчL * aoqo * a-rq-'+ ",+ а-лq-m,где
Aq 

-произвольное 
число, записанное в системе счисления с

основани.r q;

n + 1, m - количество целых и дробных р€lзрядов.
В процессе преобразования информации в цифровом автомате

возникает необходимость перевода чисел из одной позиционной системы
счисления в друryю. Это обусловлено тем, что в качестве внутреннего
а-пфавита наиболее целесообрчвно использовать двоичный алфавит с
символами 0 и 1.

.Щляреализации машинных €Lлгоритмов перевода применяются
следующие методы.



Перевод целых чисел делением на основание чz новой системы
счисления. Щелое число Aqz в системе с основанием Q2 записывается в виде

дqz = bKq! + Ьк_rчý-1 + ... bfl| + Ьоч3

Переписав это выражение по схеме Горнера, получим
Дqz : (... ((hи r, I Ьк-t)Qz * ",)q, + br)q, + bg (4)

Правую часть выражения (4) р€вделим на величину основания чz. В
результате определим первый остаток Ь9 и целую часть (...((Ъuq, +
bK-r)q, + ",)q, + Ьr). Разделив целую часть но чz, найдем второй остаток Ь1.

Повторяя процесс деления к *1 раз, получим последнее целое частное Ь1,

КОТОРОе, ПО УСЛОВИЮ, МеНЬШе ОСНОВаНИЯ СИСТеМЫ Чz ЯВЛЯеТСЯ СТаРШеЙ

цифрой числа, представленного в системе с основанием Q2.
Рассмотрим методы перевода дробной части числа

Дq:-: а-fltt + ...+ а-лЧt^
В новой системе с основанием Q2это число будет изображено как 0,

Ь_,,...,Ь;, ИЛИ

Дqz: Ь-rЧiT + ...+ Ь-*Чz"
Переписав это выражение по схеме Горнера, получим

Дqz = q;l(b_L + q;t(b-z + ...чi'Ь_)) (5)
Если правую часть выражения (5) умножить н€I Q2, то получится новая

неправильная дробь, в целоЙ части котороЙ будет число Ь_1. Умножив затем
оставшуюся дробную часть на величину основания Q2, пол}чим дробь, в
целоЙ части котороЙ будет b-z, и т. д. Повторяя процесс умножения s рzlз,
найдем все s цифр числа в новой системе счисления. При этом все действия
должны выполняться по правилам q1 -арифметики, и следовательно, в целой
части получающихся дробей будут проявляться эквивапенты цифр новой
системы счисления, записанные в исходной системе счисления.

При переводе правильных дробей из одной системы счисления в

другую можно получить дробь в виде бесконечного или расходящегосяряда.
Процесс перевода можно закончить, если появится дробная часть, имеющая
во всех разрядах нули, или булет достигнута заданная точность перевода
(получено требуемое количество разрядов результата). Последнее означает,
что при переводе лроби необходимо указать количество р€lзрядов числа в
новой системе счисления. Естественно, что при этом возникает погрешность
перевода чисел, которую надо оценивать.

.Щля перевода неправильных дробей из одной системы счисления в

другую необходим р€вдельный перевод целой и дробной частей по правилам,
описанным выше. Полученные результаты записывают в виде новой дроби в
СИСТеМе С ОСНОВаНИеМ Q2.

Использование промежуточной системы счисления. Этот метод
применяют при переводе из десятичной системы в двоичную и наоборот. В
качестве промежуточных систем счисления целесообразно использовать
системы с основанием q : 2k. При этом существенно упрощается
преобразование информации из системы счисления с основанием ч: 2k в

двоичную систему и наоборот. Преобр€вование фактически сводится к тому,



что символы первонач€uIьной информации, заданной в системе с основанием
лkq : z ) заменяются соответствующими двоичными эквив€Lпентами.

Представление десятичных чисел в таком виде н€lзывается десятично-
двоичным. Обратное преобразование из двоичноЙ системы в систему с
основанием q:2k сводится к тому, что двоичный код разбивается на группы
по k двоичных разрядов в каждоЙ (начиная от младших разрядов для целых
чисел или с первого разряда после запятой для правильных лробей); эти
группы (диады, триады, тетрадыи т. д.) заменяются соответствующими
символами исходной системы счисления.

Практическая часть

Прамер I. Перевести десятичное числоА: 98 в двоичную систему
счисления (qr.: 2),

Решенuе.

_ 9t l-з_98 49

ь-0 -4t
br-l

l_з-
l=}c

Оmвеm: Дz : l1000102

Пршvер 2.Перевести двоичное число Дz: I1010012B десятичную
систему счисления (qz.: ]0).Основание Q2.изображается в двоичной системе
ЭКВИВ€LПеНТОМ q2.: |0|02.

Реuленuе.

9Е
49
?4
l2
6
з
l

lL24 lz
24 _12 Ц

}r .0 - 12 _]- l_]_
}rr0 6 3

h*0 -2

Ц=|

(}

l

t)

0
0
I

l

I\,

hI

lr1

Dl

ь1

D.

/1

ll0lФl
l0l0

ltot0
l lolo
l0l0

l Itllo
Jh=000l00l t00

l0l0 b,:т&)_
4 *0ltlt

bg:0l0Iz: 5toi b1:0000z: Otoi b2:000lz: 1toi Дlg: I05
Оmвеm: Дtо: 105lo

Прuмер J.Перевести десятичную дробй: 0,625 в двоичную систему
счисления (q2.: 2),



Peu,leHue.
625

2
0.

2

2

2

х

х

х

х

& r,l,
}-t -0,
},l * t,

h-r '0,
Оmвеm: Дz:0,]0]02

Прl.uпер У.Перевести двоичную дробь А2
систему счисления (qz,: 10l0r.

0, I I01 2В ДеСЯТИЧНУЮ

PeuleHue
0, l l0l

l0l0
х

b.t=t 1000, х 0010
l0l0

b_r=J 000l, х 0100
l0l0

ь l=2 0010. - 
i3?3

b.lo5 0|0l. 0000

Оmвеm: Дtо:0,8I25ю

Пршwер.5.Перевести десятичную дробьl: 98,б25 в двоичную систему
счислениfl (qr.: 2).

PeuleHue.
Результаты перевода целой и дробной части возьмем из примеров 1 и 3.

Оmвеm: Д2: I 1000I0,]0l0z

Пршлер б. Перевести десятичное число.4: 12l в двоичную систему
счисления, используя в качестве промежуточной восьмериЕIную систему
счисления (q2.: 8).

Peu,teHue.
9:*t gz'?
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l

J шага
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I

60
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lý
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]
l
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0
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l
I

I

l

tl!апоý

оmвеm: д: 12l:17]B: IlI1001z



Задания для самостоятельной работы
l. Перевести десятичное число А: 15З в двоичную систему счисления.
2. Перевести двоичное число А : 100010101011,01 в десятичную систему
счисления.
3. Перевести десятичное число А: 1З5,656 в двоичную систему счисления с
точностью до пяти знаков после запятой.
4. Перевести двоичное число А2:10111011 в десятичную систему счисления
методом деления на основание,
5. Перевести восьмеричное число Аз :З45,766 в двоичную систему
счисления.
б. Записать десятичное число А : 79,З46 в двоично-десятичной форме.
7. Перевести восьмеричное число Ав : 326 в троичную систему счисления.
8. Перевести восьмеричное число Ав :15,647 в двоичную систему счисления.
9. Перевести троичное число Аз :1211 в пятеричную систему счисления.
10. Какое из чисел больше 519 или 105; 1000z или 10в.

11. Существуют ли системы счисления с основаниями Ри Q, в которых
|2р>2|а1



Тема 2.4 Спстемы счисления с отрицательным основанием
Практическое занятие: <<Представление чисел в системе счисления с

отрицательным основанием)>
Теоретическая часть

,Щвоичную систему счисления с основанием q : -2, в которой
используются символы 0, I, нъзовем минус-двоичной системой счисления. В
этой системе можно представлять как положительные, так и отрицательные
числа (таблица 2).

Таблица 2

,Щесятичное
число

.Щвоичный эквивалент
дляq: -2

.Щесятичное
число

.Щвоичньй эквивалент
дляq= -2

0 000000 -l0 001010
l 000001 +15 01001 1

l 00001 1 -15 1 10001
+5 000101 2l 0101 01
-5 001111 -2l l11111

+10 011110

Из таблицы видно, что методы перевода целых десятичных чисел в
систему счисления с основанием q: -2 анаJIогичны методам перевода
десятичных чисел в систему счисления с положительным основанием. Но
при переводе десятичных чисел необходимо учитывать следующее: при
использовании метода последовательного деления на основание новой
системы все остатки от деления на каждом шаге должны быть
положительными числами, которые не превышают абсолютного значениrI
нового основания q. Это правило распространяется и на случай перевода
правильных дробей методом последовательного умножения на основу ?, где
появляющиеся целые части дробей также должны быть положительными
числами, значение которых меньше величины q.

в слl^rае перевода правильной дроби (или дробной части смешанной
дроби) необходимо, чтобы дробь на каждом шаге удовлетворяла требованию.

lql* < Д<l/(lql + 1),или-2/З < Д<L/З, (6)
lq l+1

гдеД- дробь, переводимая в систему счисления с основанием Q : -2 . Если
ограничение (I) не выполнrIется, то дробь А представляют и виде

д: ]- Ь,
где А должно лежать в указанных пределах.

Практическая часть
Прuмер 1. Перевести десятичное числоД : 2I в минус-двоичную

систему счислениJI методом деления на основание системы (q: -2).



Решенuе
2]

-10
5

-2
] 0

5

1

]
0

I
0

]

2I 1

ltлu 1 -I0 -2
0 -2

-2 -2
1

Оmвеm: А : 2119:l0101_2

Прuмер 2. Перевести десятичное числоД : -5 в минус-двоичную
систему счисления методом деления на основание системы (q: -2).

Решенuе
-5

lьJtll 1 3 -2
1 1-Z

11

Оmвеm:Д:-5tо:1111-2

Прамер 3. Перевести десятичное числоД : -I7 в ми}Iус-двоичную
систему счисления методом делениrI на основание системы (q: -2).

PeuleHue
-I7 2

1 7

-2

0

-2
-I -2
11

Оmвеm: А : - 17 to :|1001 1_2

Прuмер 4. Перевести десятичную дробьД : 0,б25 в минус-
двоичнуюсистему счислениrI с точностью до трех знаков после запятой.

Решенuе. Исходная дробьне удовлетворяет неравенству (б).
Преобразуем ее к виду 0,625 : 1- 0,375

(I) _ 0,375
х

-2
0,750 неравенство (6) не удовлетворяется

3

]

I
]
I

2-5

1

lI

uлu
-17

9
1

I
0

0

I

9

1 -4-4
2

I
1

0 2

I

- 0,250
х

1

0r00

(I)

неравенство (6) не удовлетворяется



(1) - 0,500
х

1

I л000 неравенство (6) удовлетворяется

оmвеm:д:O,б25:1,1]1

Прtмер 5 Перевести десятичную лробьl : -0, 12 5 в минус-
двоичнуюсистему счисления с точностью до трех знаков после запятой.

Р еuленuе. Исходная дробьудовлетворяет неравенству (6).
(0) - 0,I25

х
-2

(0) 0,250 неравенство (6) удовлетворяется
х

-2

- 0,500 неравенство (6) не удовлетворяется

(]) - 0,500
х

-2
],000 неравенство (6) удовлетворяется

оmвеm: А: 0,I25 : 0,0] ]

Задания для самостоятельной работы
1 Представить расчет перевода десятичных чисел таблицы,

расположенной в теоретической части практического занятия, в минус-
двоичную систему счисления методом деления на основание системы (q: -2).

Прuмер 6.
Р ешенuе. Исходная дробьудовлетворяет неравенству (6).

(0) 0,l25
х

-2
(0) - 0,250 неравенство (6) удовлетворяется

х
-2

(0) - 0,500 неравенство (б) не удовлетворяется
х

-2
1,000 неравенство (6) удовлетворяется

оmвеm:д:-0,125:0,00I



2. Перевести десятичное число в минус-двоичную систему счисления
методом деления на основание системы (q: -2).

а) 31 в)25
б) -26 г) -35

3 Перевести десятичную дробь в минус-двоичную систему счисления с
точностью до трех знаков после запятой.

а) 0,145 в) 0,642
б) -0,415 г) 0,255



Тема 2.бПредставление отрицательных чисел
Практическое занятие: <<Выполнение операции вычитания>>

Теоретическая часть

Один из способов выполнениrI операции вычитания с помощью
сумматора 

- 
замена знака вычитаемого на противоположный н прибавление

его к уменьшаемому: А_в:А+(_в). (7)
Этим операцию арифметического вычитания заменяют операцией

алгебраического сложения, которая и становится основной операцией
сумматора. Возникает вопрос: как представлять отрицательные числа в

цифровом автомате?
Для машинного представления отрицательных чисел используют

прямой, дополнительный и обратный коды.
Прямой код числи А : - 0, ауа2... ?n 

- 
машинное изображение этого

числа в виде [А]rо : |,аl,а2... ап .

Из определения следует, что в прямом коде все цифровые р€lзряды
отрицательного числа остаются неизменными, а в знаковой части
записывается единица.

Правила преобразования чисел в прямой код можно сформулировать
так:

[A]np :
А,еслиА > 0,

1+ lД|,еслиА < 0
(8)

Щополнительный код числа А : -0,аlа2...ап 
- 

такое машинное
изображение этого числа [А]о: |,аlа2... аrrдля которого ?r:0 при а1 : |,и
а1 : 1 при ak : 1, за исключениемпоследнего значащего р€lзряда, для
которого ?rc : 1 при 4л: 1.

Так как положительные числа не меняют своего изображения в

дополнительном коде, то правила преобразования в дополнительный код
можно написать следующим образом:

[1]о: {, _l;]i::,*i 1, (9)

ОбратныЙ код числа А : -0, o|,Z2...€In- такое машинное изображение
этого числа [А]"с - L,ф...йдп" которого?:1 = 0, если, €}l:1, и а:, : 1, если
8t:0.

Из определения следует, что обратный код двоичного числа является
инверсным изображением самого числа, в котором все разряды исходного
числа принимают инверсное (обратное) значение, т.е. все нули заменяются на
единицы, авсе единицы нули.

Правила преобразования чисел в обратный код можно сформулировать
следующим образом;

А,еслиА>0
q-q-"*А,еслиА<0 (10)[А]оо :



fuя получения дополнительного кода отрицательных чисел можно
воспользоваться следующим образом : снач€Lла инвертируется цифровая часть
исходного числа, в результате получается его обратный код; затем
добавляется единица в младший разряд цифровой части числа и тем самым
поJIучается дополнительный код этого изображения.

Практическая часть

Прuмер / . Представить число А : -0,1011 10 в прямом коде

Решенuе.
Используя определение прямого кода, если А

[А]"р : 1,101110.
Оmвеm: [А],р : 1,101110

-0,101110, то

Прuмер 2. Представить число А: -0,101110 в дополнительном коде

Реu.ленuе,

Используя определение дополнительного кода число А : -0,101110
запишется в дополнительном коде так:

[А]о: 1,0l0010 .

Оmвеm: [А]о: 1,010010

Прuмер J . Представить число А: -0,1011l0 в обратном коде

Решенuе.
Используя определение обратного кода дJuI числа А : - 0,101110,

получим[А]"о : 1,010001.
Оmвеm: [А]"о: 1,0l0001

Прuмер 4 Найти обратный и дополнительный коды числа
д:-0,]II0002

Реu,tенuе.
Используя определение обратного кода, получим [A]"u: 1,000111.

fuя нахождения дополнительного числа добавим единицу
вмладшийразряд его изображения

l,0001 l 1

+

1

[А]о: 1,001000

Оmвеm: [А]"о: 1,000111; [А]r: 1,001000

Прuмер fВыполнить операциювычитания в двоичной системе
счисления0,10]00] - 0, 00] 1] l



Решенuе.

0,'10tOOt

0 0011l]
0,0110I0

оmвеm:0,0110]0

Задания для самостоятельной работы

1 Представить числа в прямом, обратном и дополнительном кодах
а) А: 0,1101101

б) А: - 0,001100
в) А: 0,0011010010
г) А: _ 0,1 100100100

д) A: _0,0l0l0100101

е) A: _0,1l100l100

2 Выполнить операцию вычмтания в двоичной системе счисления
а) 0,101001 - 0, 001 1 1 1

б) 0,0101110 _ 0, 010l00l
в) 0,1100l101 - 0,10001101

г) 0,000100l l - 0,00001 101

д) 0,101 1 000 - 0,01 10 101

е) 0,0001010 - 0,0000111



Тема 3.2Сложение чиселJ представленных в форме с фиксированной
запятои, на двоичных сумматорах

Практическое занятие: <<Выполнение операции сложения>>
Теоретическая часть

Щвоичная система счисления определяется простотой выполнения
арифметических действий :

сложение вычитание умножение
0*0: 0 0_0:0 0х0:0
0*1: 1 1-0: 1 0х1-0
1*0:1 1-1 -0 lx0:0
1+1:(l)0 0_1:(1)1 1х1:1
перенос заем

в старший разряд в старшем разряде

В основу арифметико-логического устройства любого компьютера
может быть положен либо сумматор, либо вычитатель.

Рассмотрим формальные правила выполнения арифметических
операций сложения и вычитания на уровне разрядов операндов.

На основе правил двоичной арифметики можно записать правила
сложения двоичных цифр так, как покЕLзано втаблице 3, где аь bi 

- разряды
операндов А и В cooTBeTcTBeHHoi с7- разряд суммы; пr- перенос из данного
разряда в соседний старший.

!воuчньtй полусумпtаmор - устройство, выполняющее арифметические
действия по правилам, ук€ванным в таблице 3.

Таблица 3 Таблица 4

Появление единицы переноса при сложении двух разрядов несколько
изменяет правила сложения двоичных цифр (таблица 4). Обобщая
вышеизложенное, можно сформулировать правила поразрядных действий
при сложении операндов А и В:

а1 *bi + пi_1 : ci l пi (3.3)
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гЩа пi_1- ПеРенОс нЗ (i - 1 )-го
разряда; flr- перенос в (i+ 1)-й

разряд (переносы принимают
значения 0 или 1).

,Щвоuчньtй сул4Jйаmор

устройство, выполняющее
арифметические действия по
правилам, ук€ванным в таблице
з.2. Условные обозначения Рисунок 1 - Условное обозначение

двоичных полусумматоров и полусумматора и сумматора

сумматоров пок€ваны на

рисунке1, а и б соответственно.
,Щвоuчньtй сумл,tаmор пряллоео коdа (ДСГП() 

- сумматор, в котором
отсутствует цепь, поразрядного переноса между старшим цифровым и
знаковым разрядами (рис. 2, а).На ЩСПК можно складывать только числа,
имеющие одинаковые знаки, т. е. такой сумматор не может выполнять
операцию алгебраического сложения. Пусть заданы операнды

И]"о : Sglala2...a. [В]"о : SggЬft2,,.Ь,
где Sgu, Sgдсоответственно содержимое знаковых разрядов изображений
дляА и ,В (символ происходит от английского слова sign - знак); аь Ь,-
цифровые рЕвряды изображений.

Если Sgo :,Sgд, то сумма чисел булет иметь знак любого из слагаемых,
а цифровая часть результата получится после сложения цифровых частей
операндов.

При сложении чисел на ЩСПК возможен случай, когда абсолютное
значение суммы операндов превышает единицу. Тогда имеет место
переполнение разрядной сетки автомата. Признак переполнения 

- 
н€Lпичие

Ot
с,

0п
Сп

единицы переноса из старшего
Sя разряда цифровоЙ части сумматора.

С В этом случае должен
вырабатываться сигн€Lп

переполнения 9 : 1, по которому

ýj происходит автоматический останов
' машины и корректировка

масштабных коэффициентов с таким

расчетом, чтобы избежать появления
переполнения.

D,

о
С1

Са

а
С1 Са

ýio

0

Рисунок 2 - Структурные схемы двоичньж
сумматоров на п разрядов
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lвоuчньtй сумJilаmор
dополнumельно?о коdа (ДСД()
сумматор, оперирующий
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дополнительном коде. Характерная
особенность .ЩС,.ЩК - 

н€Lпичие цени
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разряд (рисунок 2, б).
Правила сложениJI чисел на ЩСШ определяются теоремой.
Теорема. Сулlл,tа dополнumельньlх KodoB чuсел есmь dополнumельньtй

Kod резульmаmа.
Теорема справедлива для всех случаев, в которых не возникает

переполнение разрядной сетки, что позволяет складывать автоматные
изображения чисел по правилам двоичной арифметики (таблица4), не

р€вделяя знаковую и цифровую части изображений.

!воuчньtй суJимаmор обраmноzо Koda (ДСОК) сумматор,
оперирующий изображениями чисел в обратном коде. Характерная
особенность ЩСОК - 

наJIичие цепи кругового, или циклического, переноса
нз знакового разряда в младший разряд цифровой части (рисунок2, в).
Правила сложениrI чисел на rЩСОК определяются теоремой.

Теорема.Сумл,tа обраmньtх коdов чuсел есmь обраmньtй Kod

резульmаmа.
На ДСОК машинные изображения чисел также складываются по

правилам, приведенным в таблице 4.

Практическая часть

Прлшер 1. Сложить числаr4:0,1001, В:0,0101 на сумматоре прямого кода.

Решенuе.

V4]"r:0,1001 ýg,a: 0
+

L.B]* :0.0101 Sgд :0
[CJnp:O,l110 Sgc: 0

Оmвеm:|Qпр : 0,1 1 10

Прuмер 2. Сложить числаА: - 0,00lI, В : - 0,1001 на сумматоре прямого
кода.

Реu,ленuе

И]"о : 1,001 1

[В]"о : 1,1001

Sgu: 1

ýgB-!
ýgc:1

,0011
+

.l001
,l100

Оmвеm:|Qпр: 1,1l00

Пршпер J.-l. Найти сумму чиселД: 0,1001 , В:0,0100, используя сумматор
дополнительного кода.



PeuleHue
И]д:0,1001

+

[лВl" 
=0,0Ш0

[qд:0,1101

Оmвеm:С : 0,1 101

Прuлwер 4. Найти сумму чиселА: - 0,001rI, В : 0,0110 на сумматоре
дополнительного кода.

Реuленuе.

IД7о:1,1101
+

[в]д :0.0110

[Qo:0,0011
Оmвеm:С: 0,0011

Прtшер 5. Найти сумму чиселД: 0,1011, В : - 0,0101 на сумматоре
дополнительного кода.

Реuленuе.

[,4]о :0,1011
+

[лВ]п 
:1.1011

[qд:0,01 l0
Оmвеm:С: 0,01 10

Пptш,tep 6. Найти сумму чиселД:0,0101, В: 0,100l, используя
сумматоробратного кода.

Решенuе.
И]"u:0,0101

+

ГВlqб:0.1001
[Ооо:0,1110

Оmвеm:С: 0,1110
Пршwер 7. Найти сумму чиселД

используяЩСОК.
Решенuе.

[r4]"о:1,1000
+

[В]qб :0.1101
0,0101

+1

[Qo6:0,0110

0,1101,в0,0111,

Оmвеm:С:0,0110



Прuмер 8
используяЩСОК.

PeuleHue.

Оmвеm:С: - 0,0001
Пршпер 9. Найти сумму

используяЩСОК.

PeuleHue.

Найти сумму чиселА 0,0l01 , в

lAJ.u:0,0101
+

[в]аб :1.100l
[Qоо:1,1110

0,01 10,

чиселА 11 в000

|А]оа :1,01 10
+

[в.}оо :1.1010
1,0000

+.....1

[с]оо:1,0001
Оmвеm:С: * 0,1110

Задания для самостоятельной работы
1.Сложить числаД иВ, используя двоичный сумматор прямого кода:
а) Д : 0,101 10, ,В : 0,01 100
б)Д: - 0,0010l1, лВ: - 0,100101
в)Д : 0,01 101, В : - 0,10101
г)Д:0,01001 10, .В : 0,0010101
д)А : - 0,0101001, В : - 0,001001 1

2.Сложить числаД иВ, используя двоичный сумматордополнительного кода:
а) Д:0,1l01101, В- - 0,1010011
б)А: _ 0,0101100, В- - 0,1001100
в)Д: - 0,1l10110, В:0,1001101
г)Д :- 0,101 101 1, В :- 0,1 101 1 10

д)Д: - 0,0101100, В- - 0,1000101

3.Сложить числаД иВ, используя двоичный сумматоробратного кода
а) Д:0,1l01101, В- - 0,100l001
6)Д: - 0,1 10l 101r, В: - 0,101010l
в)Д : - 0,010l 100, В : 0,1 10101 1

г)А: - 0,100l101, В- - 0,0010l11
д)Д: 0,1011010, В- - 0,1000110

0,0101,



Тема 3.4. Особенности сложения чисел, представлецных в форме с
плавающей запятой

Практическое занятие: <<Выполнений операции сложения и
нормализации чисел, представленных в форме с плавающей запятой>>

Теоретическая часть
Числа, представленные в форме с плавающей запятой, изображаются

двумя частями 
- 

мантиссой и порядком. При операции алгебраического
сложения действия, выполняемые над мантиссами и порядками, рuвличны.
Следовательно, в цифровом автомате должны быть два р€вдельных
устройства для обработки мантисс и для обработки порядков.

Так как для чисел с плавающей запятой справедливо условие
ч-l<|*"|<t, (1)

где -qоснование системы счисления, mа мантисса числа, то всякий
результат, не удовлетворяющий этому условию, должен быть приведен в
соответствие с формулой (1).

Такую операцию н€вывают норл4алuзацuей чuсла. Операция
норм€tлизации числа состоит из проверки выполнимости условия (1) Iа сдвига
изображения мантиссы в ту или иную сторону. Сдвиги моryт осуществляться
на один разряд и более в левую или правую сторону в пределах разрядной
сетки машины.

Просmой сdвuz - операция, выполняемая по следующим правилам:
Исходная Сдвинутая влево Сдвинутая вправо

комбинация на один разряд на один разряд
0,аlа2...ап o1,a2...anl 0,0с, ...ап_t
l,аlа2...ап Ql,Q2...Qпа| 0,1-аr...оп_7

Исходная
комбинация
00,аlа2...ап
0I,ara, ... ап
|0,аlаr...ап
lI,аrа2...ап

Сдвинутая вJIево
на один разряд
0ar,a2...an0
Tar,a.r...anl

0ау а2 ... Qпd*
La1, а2 ... апG*

Сдвинутая вправо
на один разряд
00,0с, ...оп_1,
00,1_с, ...Qп_1,

1,,0а, ... Qп_t
L,|аr...ап_1

HapyuleHue норJисuluзацuu чuсла- невыполнение условия (1). Так как

условие(1) содержит два неравенства, то может быть нарушение справа и
слева. Признак нарушения нормаJIизации числа справа у (когда величина

результата равна или превышает единицу) нЕLгIичие р€lзноименных
комбинаций в знаковых разрядах сумматора, т. е.

у:1, если Sg, ^ ýg; - 1:ffi n Sgz -- 1 (2)

*Величина а зависитот кода: для дополнительного а : 0, для обратного а =l



(в остальных случаях у:0), где y - признак нарушения норм€Llrизации числа
справа, ук€вывающий на необходимость сдвига числа вправо на один разряд.

Признак нарушениr{ норм€Lлизации числа слева о(когда результат по
собственной величине окЕвывается меньшеl/q) нaLпичие одинаковых
комбинаций в разряде переполнения и старшем р€tзряде цифровой части
сумматора (pr):

6:1, если Sgr,npr:l; Б np,=l (3)
(в остальных случаях 6' : 0), где б - признак нарушения норм.rлизации,

укЕlзывающий на необходимость сдвига числа влево на один разряд.
Таким образом, операция норм€tлизации числа состоит из совокупности

сдвигов и проверки нzlличия признаков нарушения у и 6.
В случае, если числаА:mдрдu В:mврвимеют одинаковый

порядокр д : рв и обе мантиссы удовлетворяют условию нормutлизации, то
сложение мантисс осуществляетсянасоответствующем сумматоре по
правилам, изложенным ранее для чисел, представленных в форме с

фиксированной запятой. Если после сложения мантисса результата
удовлетворяет условию норм.lлизации (т.е. d : 0, y :0), то к этому результату
приписывается порядок любого из операндов. В противном случае
происходит норм€Lлизация числа.

В слуIае сложения чисел, представленных в форме сплавающей
занятой, когда их порядки не равны друг другу, т.е.рд * рв, необходимым
условием является соответствие разрядов операндов друг другу. Значит,
прежде всею нужно уравнять порядки, что, естественно, повлечет за собой
временное нарушение норм€tлизации одного из слагаемых. Выравнивание
порядков означает, что порядок меньшего числа надо увеличить на
величину Ьр - lpo - рrl- что означает сдвиг мантиссы меньшего числа
вправона количество р€врядов, равное Др.

Следовательно, цифровой автомат должен самостоятельно определять,
какой из двух операндов меньший. На это укажет знак р€вности:
рд - рвположительный знак булет прирд 2 рв, а отрицательный - прирд 1
Рв.

Операции сложения и вычитания чисел в форме с плавающей запятой
осуществляются во всех современных машинах по изложенным выше
правилам.

Практическая часть
Прuмер 1.Найти сумму чисел А:-0,1100 * 2аи

В = -0,1000 * 24, если числа складываются на сумматоре обратного кода
(шесть рiврядов для мантиссы и четыре разряда для порядка)
Реulенuе.Машинные изображения операндов записываются н следующем
виде

[mа]}о _ ].1,001L lрдJов = [рв]оо = 0,100; [m"]}с _ 11,0].].1.



Затем скJIадываются мантиссы:
11,0011

+

11,0111

[m6] }6:Т0]ТТ1 Г(6:0, y :1 ).

Здесь произошло нарушение норм€Lлизации справа и требуется
модифицированный сдвиг мантиссы результата вправо на один разряд:

[m'.]Ёо:l 1,0101 (d:0, y :0).

Одновременно со сдвигом проводится коррекция порядка результата на
величину +0,001 )илиlрЬ]"ч = 0,].00 + 0,001 = 0,101. в результате
получается окончательный результат:
оmвеm; С : -0,1010*25

Пршпер 2 Сложить числа Ди В, заданные в форме с фиксированной
тОчКОй: mд:100110;Хд:101; Хв : -111001|Хв : 011. Щлявыполнения
операции сложения использовать сумматор дополнительного кода, имеющий
семь битов для мантиссы со знаком, четыре бита для характеристики со
знаком.
Решенuе. Запишем машинные изображения мантисс:

|mд]Х = 00,100 LLl; |mg]х _ -11,0001 11;

Исходные числа памяти машины можно хранить либо в прямом, либо в
обратном (дополнительном) кодах.Если числа хранятся в памяти машины в
прямом коде, то при выполнении операции сложения (вычитания) на
сумматорах обратного (дополнительного) кода необходимо провести
преобразование из прямого кола в обратный (дополнительный) код. По
окончании операции должно проводиться преобразование результата из
обратного (дополнительного) кода в прямой.

При выполнении данного примера предполагается, что числа в памяти
машины хранятся в дополнительном коде.

Прежде всего необходимо сравнить характеристики:
ЬХ = [Хr]о - [Хв]о = 0,].01 + 1,101 = 0,010.

Разность характеристик- положительная: второй порядок меньше первого
на 2. Следовательно, мантисса второго числа сдвигается на два разряда
(сдвиг модифицированный) и после этого мантиссы складываются:

[П,]о: tL,110001
+

[mз]о:00,1001l0

lmс7о: 00,0l 01 1 1(6:1, y :0).

так как 6:1, то проводится сдвиг влево на один разряд с коррекцией

характеристик



[mЬ\о:00,101 1 10 (d:0, y :0),[Хс]д:0,101+1,1 1 1:0,100.
Таким образом. Окончательный результат получен в нормzLлизованном виде.
оmвеm:С: *10 1 1 1 0,Х6:1 00.

Задания для самостоятельной работы
1. Найти сумму чисел Аи В, если числа складываются на сумматоре
обратного кода (шесть разрядов для мантиссы и четыре разряда для порядка):
а) А:0,0101 * 23и В : -0,110]_ х 2З

б)А:0,10tL * 2-ЗиВ = 0,1101 * 2-3
2. Найти сумму чисел Аи В, если числа складываются на сумматоре
обратного кода (семь разрядов для мантиссы и четыре разряда для порядка):
а)А:0,10].].0 * 2-3иВ = -0,11011 *2-а
б)А:0,11001 * 2Зи В : 0,]_0L1-L * 2а
3. Найти сумму чисел Аи В, если числа складываются на сумматоре
обратного кода (восемь разрядов для мантиссы и четыре разряда для
порядка):
а)А:0,101011 * 2-zиВ : -0,001010 * 2-4
4. Найти сумму чисел Аи В, если числа складываются на сумматоре
дополнительного кода (шесть разрядов для мантиссы и четыре р€вряда для
порядка):
а)А:0,1]_0]. * 2-аиВ = -0,100]. х 2-а
5. Найти сумму чисел Аи В, если числа складываются на сумматоре
дополнительного кода (восемь разрядов для мантиссы и четыре разряда для
порядка):
а)А:0,011011 *2-3иВ = -0,100110 *2-2
6. Найти сумму чисел Аи В, если числа складываются на сумматоре
дополнительного кода (семь рiврядов для мантиссы и четыре рЕlзряда для
порядка):
а)А:0,11101 * 25и В : -0,10100 * 2З



Тема 4.3. Особенности умноженця чисел, представленных в форме с
плавающей запятой

Практическое занятие: <<Выполнение операции умножения чисел>
Теоретическая часть

Применительно к двоичной системе счисления наиболее известны
следующие основные способы выполнения операции умножения:

l) 1,Mrloxccншe lmчнrlпя с млsдшхх раlрrдов мllож}lтзJtя:

_ll0l _.множнмоGr
х.̂l1_0l *ýкý}t(штgль.m
0000

l l0l - * част}lыg прýизведеllilп.
l l0l

l STýiml * ýро}пвсдgl,ýg:

2) ylrHoxceнHe ltý|l}tнýя ýо с,rrрlý}lх рýзрrлоý м}lý}к}lт*rlя;

х ll0l
ll0l
ПГt

+
l l0l - частные llроlrзвелеllня.
0sш

l l0l
l0 l 0lшl _* lllюц]Bcltel|ne.

В обоих случаях операция умножения состоит из ряда последовательных
операций сложения частных произведений. Операциями сложения управляют
разряды множителя: если в каком-то разряде множителя находится единица,
то к сумме частных произведений добавляется множимое с
соответствующим сдвигом; если в разряде множителя 

- 
нуль, то множимое

не прибавляется.
Таким образом, кроме операции сложения чисел для пол)пrения

произведения необходима операция сдвига чисел. Пр" этом появляется
возможность сдвигать множимое или сумму частных произведений, что
даетоснование для р€lзных методов реzLпизации операции умножения.

Меmоd l. Пусть Д - множимое (l>0), В - множитель (.В>0) , С -произведение.
В данном сл)чае сдвигается вправо множимое, и умножение начинается

со старших разрядов. Структурная схема рассмотренного множительного

устройства представлена на рисунке 3, а.
Меmоd 2. Пусть Д = 0,атаz...оп - множимое и В :0,blb2...bn -

множитель.
Здесь умножение начинается с младших разрядов, и сдвигается вправо

сумма частных произведений. Структурная схема множительного

устройства, реаJIизующего этот метод, представлена на рисунке 3, б.

- 
МНОЖШМОе.

_ }|ноrхнIt lь.
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Рисунок 3 - Структурная схема множительного устройства

Меmоd 3.Умножение начинается с младших рaврядов, и множимое
сдвигается влево на одни разряд в каждом такте. Схема множительного

устройства представлена на рисунке 3, с.
Меmоd 4.Умножение начинается со старшего разряда и в каждом такте

сдвигается влево сумма частных произведений. Схема множительного

устройства представлена на рисунке 3,а.

Таким образом, для реЕlлизации операции умножения необходимо иметь
сумматор, регистры для хранения множимого и множителя и схему анализа

разрядов множителя. Сумматор и регистры должны иметь цепи сдвига
содержимого в ту или иную сторону в соответствии с принятым методом

умножения.

Умножение чисел, представленных в формес фиксированной запятой,
на двоичном сумматоре прямого кода.Пусть заданы машинные изображения
двух чисел:

[/]rр = S9д,аl,аz...Qп, [В]"р = S9B,bLbz...bn.
Тогда их произведение

Cnp = S!6,С{2...Сп,
где- Sgc = Sgo Ф Sgr; Ф -знаксложения 

по модулю 2.
При выполнении этой операции должны быть заданы структурная схема

устройства, на котором проводится операция) и метод умножения.

Nttакчнtrr

НrOхuпепt
F

Сунuопор



Рсеuсар

0наýцJо
huспр е

9HHoxuro

Рисунок 4 - Структурная
множительного устройства

Пр" умножении будут
использованы метод 2 и устройство,
покЕ}занное на рисунке 4.

Запись всех действий,
выполняемых устройством,
осуществляется с помощью
условных обозначений, т. е. : 

-оператор присваивания означает,
что блоку, который указан слева от
оператора, присваивается значение,

ук€ванное справа от оператора;

P.lr-- сдвиг содержимого

регистра Ргвправо на один разряд;
схема [СМ] - 

содержимое сумматора СМ;
ИП 

- 
исходное положение.

.Щля чисел, представленных в форме с плавающей запятой, обязательным
является представление в виде мантиссы и порядка (характеристики). При
операции умножения действия, выполняемые над мантиссами и порядками,

рчlзличны: мантиссы перемножаются, порядки складываются. Очевидно, что

результат умножения может получиться ненормализованным, когда
потребуется норм€Lлизация с соответствующей коррекцией порядка

результата. Структурная схема множительного устройства изображена на

рисунке 5.

Рисунок 5 - Структурная схема множительного устройства с
плавающей запятой

Практическая часть

Пршпер 1Выполнить умножение чисел с фиксированноЙ запятоЙ на

сумматоре прямого кода

И]"р = 1,]-1010 и [в]"о = 0,1100]-

реъuенuе. Знак произведения определением отдельно от цифровой части

в соответствии с уравнением
Sgс=SgоФSgв:lф0_1



Получение цифровой части можно пок€вать в виде следующей записи.
Пусть сумматор имеет 10 разрядов без учета знака, а регистры - 5 разрядов
без знака. Введем обозначения соответственно изображения цифровой части
множимого и цифровой части множителя.

Последовательность действий в процесс выполнения операции

умножения представлена в виде таблицы 5.

Таблица 5

lCýtl:* 0 : ll\"ll:= |"{'| i t}r8l:- l8l .

ei - l : |сМ|- |CM|+|Ptl| ;

|Рr8} ; lCM]:ё
br -0: lfT8l; lCMl:
}l -0; tЙl: lffil:
Ц.l: [СМ|э|СМl+[РrtlI

|см| |nB|

bl - |: JСмlз[см|+trг/l

[Рг8|; lСbrl;
ошсý

* Если в процессе выполнения умножения возникает единица переноса из старшего

рzlзряда, то ее надо сохранять.

Оmвеm:[С]пр : 1,1010001010.

Чтобы процесс умножения проходил правильно, необходимо
предусмотреть блокировку выработки сигн€ша переполнения, так как
возможно временное переполнение на каком-то шаге умножения (пример 1).

Пример покuвывает, что в данном случае не обязательно иметь сумматор
длиной 2п разрядов. Хранение ((хвостов)) произведения можно осуществлять
в освобождающихся разрядах регистра множитеJUI. ,,Щля этого достаточно
обеспечить цепь передачи информации из младшего разряда сумматора в
старший разряд регистра множителя.

Пршwер2Перемножить числа А : -0,11001 . 2-З и В : 0,100].]_ . 2+L.
В качестве множительного устройства используется схема, пок€ванная

на рисунке 3, где Ргл4 и РгВ---роответственно регистры для порядков рдирв.

Реuленuе. Мантиссы перемножаются по правилам, рассмотренным для
Чисел, представленных в форме с фиксированной запятой. Щля перемножения
мантисс используется сумматор прямого кода, а для сложения порядков 

-сумматор обратного кода.
Сначала записываются машинные изображения чисел:

CyMMuTtlp Рсгисrр В
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[mд]пр = L,L1001; [рr]оо = ].,].00.

[m"]пр _ 0,1001].; [р"]ос : 0,00]..
Последовательность действий в процессе выполнениrI операции

умножения мантисс представим в таблице 6.
После выполнения ук€ванных действий находится мантисса

произведения
[mс]пр : 1,01]-1011011

Одновременно с этим над порядками проводится операция сложения
[рс]оо : fрдfов* [рв]оо = ]-,].00 + 0,001 : 1,101.

Так как мантисса результата не удовлетворяет условию норм€tлизации
(нарушена левая граница. d: 1 , т :0), то проводится сдвиг мантиссы влево
на один разряд [-Ё]"о = 7,L110110110, и коррекция порядка[рЬ7ов:

[рс]"о + 1,1].0 = 1,].0]_ + ]_,110 = ].,1].0.
Таблица 6

l lpttMc,tirtlшl:

.lI. Рrmд ;-|п6| : l'ml. ;-|llla|: |}l1lr ",lдl|.
Ptpr,- llrr l: (]Mnr р 0 .

lt, *; 1 ('Млt,. |(|Млl|l [lhlll1|:
!t

[(:Mлt| : [l'rи,,l :

h * l : ('Млl - [СМлr| t Il'rllr., | :

|ffil;|ПЙl:
bl .0: [СМш|: |l't,al"|:

}: .0: lеЙЙt; lffi|;
0r о l : (]Mrrl :- ]C}vln|+ ]Рrлr.. I l

|еМпl : lPrлl, |:
Koltctt

Если сумматор мантисс содержит только /?разрядов, то после округлениrI
получается исходный результат.

оmвеm: С : -0,11-110, 2-э'.

Задания для самостоятельной работы
1Выполнить умножение чисел с фиксированной запятой на сумматоре
прямого кода
а)Д:0,01101 ,В: - 0,01011
б)Д : 0,1 101 l, В : 0,101 1 1

в)Д : 0,1 1010, В : - 0,0101 1

г)Д:0,11101 ,В: - 0,01001
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00l00l0lI
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(l0{r00

l l(x) l

l l0t} l

0ll00l

l ttx)l



д)Д : - 0,0l 101, В : 0,101 1 1

2Выполнить умножение чисел с плавающей запятой.Щля перемножения
мантисс используется сумматор прямого кода, а для сложения порядков 

-сумматор обратного кода.
а)А:0,1_0110 * 2-ЗиВ : -0,11011 *2-z
б)А:0,11001 *2ЗиВ = 0,10LlL*2-a
в)А:0,1_1001 * 2-2иВ = 0,10\LL * 2+З



Тема 4.4. Умножение чисел, представленных в форме с фиксированной
запятой, на двоичном сумматоре дополнительного кода

Практическое занятие: <<Выполнение операции умножения чисел в
дополнительном коде>

Теоретическая часть

В случаях, когда числа в машине хранятся в дополнительных кодах,
целесообр€вно все операции над числами проводить на сумматоре
дополнительного кода. Однако при этом возникает ряд особенностей,
которые необходимо учитывать.

Проuзвеdенuе dополнumельньlх коdов сол4ноJtсumелей равно
dополнumельно.|иу Kody резульmаmа mолько в случае полоuсumельно?о
множumеля.

Умножение на сумматоре дополнительного кода заключается в анапизе

РаЗРяДОВ Множителя и при bt: 'J, в прибавлении дополнительного кода
множимого к содержимому сумматора. При этом должны осуществляться
модифицированные сдвиги.

Теперь рассмотрим слу.rай, когда множимое ,4-любое число, а
множитель В ( 0.

При отрицательном множителе произведение дополнительных кодов
операндов не равно дополнительному коду результата. Если ввести замену
-Д на 7 , то можно вывести следующее правило:

Еслu Jиноэюumель оmрuцаmельный, mо проuзвеdенuе чuсел на сул4л4аmоре

dополнumельно?о Koda получаеmся прuбавленuем поправкu 7 к проuзвеdенuю
d опо лнum ел ьн btx ко d о в с о Jйно эtсumел ей.

На сумматоре дополнительного кода в процессе перемножениrI
машинных изображений операндов получаем одновременно знаковую и
цифровую части произведения.

Практическая часть

Пример 1. Умножить на сумматоре дополнительного
(используется метод 2) числа Д : -0,L0101 uВ : 0,10011.

Реu.ленuе.

Сначала записываются машинные изображения

[д|Х :11,0]-011;[Вlу = 00,1001]-.
Последовательность действий, проводимых над числами, представлена в

таблице 7.
оmвеm: С : дВ : -0,0].].0001111.

кода

чисел



Таблица7
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l1.0l0l l
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l 1.1 l l(x)

l1.0l(lll

l1.00l lI

} 1.100ll

ilgч8llllс
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&r о l: СМ:о [CM}+[l'rul|:

tFýl: tffil:
}l - l ; СМ р tСМ|+|l'rz{|:

tйl:tffil;ф €.
0r-0;|РrВlllCMl:

+

+

&1 ,0: |l}r8l l ICM|l
61 : (l : (]М ,- |('tvll l |1'll|
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Пример 2. Умножить на сумматоре дополнительного кода по методу 2 с
использованием структурной схемы (рисунок 3), числа Д = -0,L0111 и В :
_0,]-]-001.

Решенuе.Машинные изображения чисел: [Д]Ё : 11,01001;[В]ff :
11,00111; ИЁ : 00,10111.
Последовательность действ ийнад числами, пок€вана в таблице 8.
Таблица 8
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оmвеm: С = дВ = 0,1000LtLl,LL.

Задания для самостоятельной работы
1. Умножить на сумматоре дополнительного кода (используется метод 2)
числа:

а) Д: - 0,11010, В: 0,10101
6) Д: - 0,100l0, лВ: 0,11101
в) Д: - 0,01101,,В : 0,11011
г) Д: - 0,110l0,,B: - 0,10101
д) Д: - 0,11010, лВ: - 0,11011
е)Д: -0,110110, В:- 0,10100l
ж) Д : 0,01 101-, В :- 0,1001 1

з) А : 0,01 101, лВ : - 0,0101 1

и) Д : 0,1 1001 |, В : 0,10001 1



Тема 5.2.,.Щеление чисел, представленных в форме с фиксированной
запятой, на сумматорах обратного и дополнительного кода

Практическое занятие: <<Выполнение операции деления чисел>>

Теоретическая часть
В универсЕUIьных вычислительных машинах, как правило, реализуется

рzвновидность ((школьного) zлЛгоритма деления.
В общем случае ((школьный>> алгоритм делениrI на примере двоичных

чисел выглядит следующим образом:

делимое -
делитель -

остаток -

восстановление остатка -

l 100100
1010

0101
10l0

l010

1010

-делитель

-частное

+

t0l l

10l0
01010

- 1010
0000

Здесь цифры частного получаются последовательно, начиная со
старшего разряда путем вычитания делителя из полученного остатка. Если
получен положительный остаток, то цифра частного равна единице; если
остаток отрицательный, то цифра частного равна нулю, при этом
восстанавливается предыдущий положительный остаток.

В случае положительного остатка для получения следующей цифры
частого последний остаток сдвигается влево на один разряд (либо делитель
вправо на один разряд) и из него вычитается делитель и т.д.

В случае отрицательного остатка восстанавливается предыдущий
положительный остаток прибавлением к отрицательному остатку делителя, и
восстановленный остаток сдвигается на один разряд влево (либо сдвигается
делитель вправо на один разряд) и из него вычитается делитель. Такой
utлгоритм деления получил название алгоритма деления с восстановлением
остатка.

Реализация рассмотренного ztлгоритма деления возможна с помощью
двоичных сумматоров обратного или дополнительного кода. .Щля хранения
делителя, делимого и накопления очередных разрядов частного выделяются
регистры. Минимальный состав блоков, необходимый для выполнения
делений, пок€ван на рисунке б в двух вариантах. Варианты отличаются
способом реЕtлизации сдвига. В варианте рисунок 6, а осуществлен сдвиг
содержимого регистра делителя, а в варианте рисунок 6, б сдвиг
соДержимого сумматора. Стрелки на рисунке ук€вывают направление сдвига.
Индекс (n) указывает ориентировочное количество разрядов в цифровой
части сумматора и регистра делителя. В дальнейших р€lзделах при
ВыПолнении примеров будет использована структура, пок€ванная на
рисунке 6,а.
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Рисунок б - Структурные схемы для реализации деления

При делении знаковая и цифровая части частного получаются
раздельно. Знак частного образуется по формуле:

Sgr=SgдФSgв.
Для образования цифр частного воспользуемся

соответствиемлогических действий над остатками и делителем, приведенным
в таблице 9.

(Символ ук€tзывает на изменение знака на противоположный на
очередном шаге деления.)

На сумматорах обратного кода возможны €tлгоритмы получения
частного в прямом или обратном коде. Это определяется правилами анЕLпиза

остатка.
Формальным признаком конца операции деления является количество

сдвигов: при достижении числа сдвигов, равного количеству разрядов в
частном, вырабатывается сигн€Iп окончания операции деления.

Требуется несколько интерпретировать правила определения цифры
частногоМожно сравнивать знаки делимого и остатка на каждом шаге: при
совпадении знаков в частном записывается единица, при несовпадении 

-нуль. Можно сравнивать знаки делителя и остатка, тогда единица в

очередной разряд частного записывается при несовпадении знаков, а нуль 
-при совпадении.

Щля получения частного, представленного в обратном коде, все

действия должны осуществляться по правилам, приведенным в таблице 10.

9
Знак делимого А + +

Знак делителя В + +

Что делать в
сумматоре

дi +Е .2-1 Щ*в,2-t Дi * В '2-1 дi +Б .2-1



10

Практическая часть
ПрuмерLРазделить числа А:0,10011 и В-0,11001 на двоичном

сумматоре обратного кода с получением частного в прямом коде.
Решенuе: ,Щля реализации примера воспользуемся структурной схемой

рис 6,а и методом деления с восстановлением остатка.
Представляем числа в обратных кодах:

IД]!о - 11,011О0;|В]!6 = 11,001Lо;И:б= 00,11001;

Определимзнакчастного'S9r= S9, Ф SgB:L ф 1_ 0.
При этом руководствуемся правилами, приведенными в таблице 1 1.

Таблица1 1

Последовательность действий для получения цифр частного показана в
таблице 12.

Вариант 1 2 J 4
Знак делимого + +

Знак делителя + +

Что делать в СМ А;_l = ý ,2-Q-t) А;_l = g ,2-(t-t) A;_r = g ,2-(i-t) Ai_l = Б ,2-(i-1)
Знак остатка А; А;>0 1;(0 ,4;)0 /;<0 А;)0 .4;<0 1;20 .4;(0

Е=0

7;:0 7i=l

C,=L

Цифра частного Cr:l

C,=l -:0

7;:0 7t=0

С,: I

E:l

-:0

7:l

с;:0

7t:0

C,=L

вос.ост вос.ост вос.ост. вос.ост.

Вариант I 2 3 4
Знак делимого + +

Знак делителя + +

Что делать в СМ A;_r = g ,2-Q,-t) Ai_r = g .2-Q-t) Ai_r = g ,2-Q-:-) Ai_l = g .2-Q-t)
Знак остатка А; ,4; > 0,4i ( 0 ,4l > 0А; ( 0 Ai>OAl(0 1i>01;(0
Цифра частного
С;

Cr=LC;=0 Ci=LCi=0 Ci=Oci=1 Ci=Oci=1



Сумматор
F

Регистр С
F

Примечание

1 00

001 1001

1 1 l0010

1 100101

001 100l

00l 1001
00l01 1 1

001 1001
00l0l0l

001 1001
0010001

100
1101
1011

+

+

+

l1l l110
l11l10l

1 100l 10
1111101
1111011

1 1001 10

11l1011
1110111

+

+

+

+

00000
0000-

00001

0001-

0001 1

0011-

001 10

0110-

1 1000

l l00-

1 l000

И.П.СМ:= [.4] }6 :РгВ :: [В] $6 :РгС ::0;

IЩ,[рrc],
|cM1::[cMl*[B]Iu;

Д1<0;с, = t,

lЩ,[рмl,
|СМ]::[СМl*[В]*;
Д2<0;с2 - L;

lЩ,[рrcl,
[cM1::|CMl*[Bj*;
Дg>O;са - 0;

в о с сmановленuе о сmаmка

[СМ]::|СМ]+[В]Ёо;

lЩ,[рrcl,
[СМ]::|сМl*[В]*;

Да>O;са - 0;

в о с сmано вленuе о сmаmка

|СМ]::[СМ]+[В]}о;

lЩ,[рмl,
lcM]::[cMl* [Вl]r;
Дs ) 0;cs = 0;

Х сдв:J.
Конец операцuu

Таблица 12

OTBеT:[C"ol = 0,11000.

Задания для самостоятельной работы
1Разделить числа Аи В- на двоичном сумматоре обратного кода с
получением частного в прямом коде:

а) Д: - 0,10010, .В : 0,11011
б) Д :- 0,10l01, В : 0,1 1 101

в) Д : - 0,01 l01, .В : 0,1 l0l l
г)Д: - 0,10010,,В:- 0,11001

д) Д : _ 0,1 1010,,В : - 0,1 l011
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