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Тема: <Функчии, пределы, непрерывность)).

Вьtчuсленuе преdелов.
Teope.ubt о преdелах.

1.Iimc =с;(с-сопsl)

Z,Itmcf (х) = clim /(х) ;

х9а

-rэо

хэа

+а

3.lim(/(x) tq(х) = lim/'(x) t limp("T);

4.Iim(/(x) ,р(х)) = lim/'(x) . limp(.T) ;

f(x|
5.1tm " -

'-о Q(х)

.l+o

lim/(x)
х+а .

limp(x)'

6.1im/(x)''') = 1lim/(xl;i"l'"''',, .

если linlp(x) * 0
I -,) a]

" Замечательные пределы"

21.Ii-S'n" = lim :х = l;rэ0 х ,-о Sin J

ll
lim(l+ ])' = lim(l+ х), = е{эй х ,r-0

Отработка техники вычисления пределов.

Вычислить пределы:
, t. 5х+2_5.4+2!.llm_: 

-=2.

x-a)y1-J 2.4+З
З а аЗл ,, х' +'2х з" +2,з

л. tllll- - JJ сx+j зх._ 8 l
ý3.lim "

\э4 зх -|2
Здесь предел знаменателя равен нулю, поэтому теорему о пределе частного
применить нельзя. Так как |gхlЗr-l2)=0, то Зх-2 при х->4есть величина

бесконечно маJIая, а обратная ей величина .] .
Зх -|2

беСконечно большая. Поэтому, lim-J- = *.
х)4 зх _|2

4. lin,, '' -=5" + 6

x+J Зх' -9х
Здесь пределы числителя и знаменателя при .т -+ 3равны нулю, т.е. получили

неопределённость |. oo"uno, из этого не следует, что данная функчия не
0

имеет предела. Разложим на множители числитель и знаменатель, чтобы
сократить дробь на общий множитель, стремящийся к нулю.
,. J'-5х+6 ,. (х-З)(х-2) ,. х-2 З-2 |

ili,il _ =llпj-=rilTi-=--=-tхэз зх' -9х х+з зх(х _ 3) ,rэ.l зх 3,3 9



J

5. lim
,rэl2

При

Jx+4- 4

х -l2
х-+|2

()

()
поJ]учим неопределённость умножим числитель и

знаменатель на сопряжённый числителю множитель J, * 4 + 4 :

,. л["*Ц-Ц ,. (.,Д+4-+;1r/"14+4)_
ltffi-: ltm

- lllll_r+l2 х-12 х+|2 (x-l2)(Jx+4+4)
.. х+4-16 .. х-12 .. l l
lln1 ,- =iiin-=ll[Tj.5=-.T-l](N-l2)(J" +4+4) '-l](x-l2)(J, +4+4,1 r ,t] {; +4 +4 8

,_]
6. lim r*"

хэв уЗ 1)уа
Пределы числителя и знаменателя гtри х )
величины, получим неопределённость вида

0с

сс

знаменатель на наивысшую степень арryмента, т.е. на ха

11
,. х+-tr' ,. 7*; 0+0 лIlfп-""=- - |1g1_----:- = 

- 

= (J.
t--уЗ.,-2rЧ ,-- l*? 0+2

х

ос - бесконечно большие

Разделим числитель и

]злх +5x+z.. 3х+5/, llm-.,r+0 2
8. tim-l . ;

хэ0 ýу + Зх'
9. li. .9"' , :

,*0 5х' + бх'

rr.Hцtfr-$l; 12. {iý

l0. lim
.тэ l x+l

{T;-i-,х-3
х+|-2

1 3. lim
lэ0 1--L^

17lл]t
14. lim =,' ; l5. li,n" *": l6. li,-,",( 'i'" - " ).rэо)уzlу' r+х 2х {+ф х'+2х 5х_1

17. lim 
Sin4I

хэ0 Зх

20. lim(l+ 1), 
;

I+, х

. 2л
l8. li.''n =" : l9. lim

.r+0 х' r +0

]

cosx - cos3x

22. lim(l + 2*); ; 2З lim( х 
)'\,? x+l

х

rэ()

(U+V-W)':U'*V'-W' _- производная алгебраической суммы функrrий,

(UV;':Ц'V+V'U_ - производная произведения

Тема: (Производная и её приложение>>.
OcHoBHbte правu:lа нL,|uDованuя.

U _U,l/ _V,U
V V1

- производная частного

)

,

)
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Форм.у.l ы d uф фере н цuро ва н u я.

(а')'= а'|па

(ln.T)'= 
l
х

(log, х)'- _-]_
xlna

Найmu проuзвоdные слеdуюtцuх функцuй :

1. y = Ji,cosx
о у'= (Ji,corx)'= (]i)'cosx+(cosr)']i = тG

з" -41' 
- 

-

l - -1х-

9. (sinx)'= 965y

l 0. (cosx)'= -sin х
l

l l. 1lgf 1'= __:,
cos- х

l

|2. \c,tgx)'- - : ;
Sln'х

13. (arcsinx)'=
l

Jl -.r'
l4. (arccosJ)'= -

1-,_
\/l-x
ll5. (arclgx)'= --l+x-

|6. {arc,ctgx)'= _.1 
.

l+x-

cos.T - sin хr[ .

3'ln3x ] +3х-'.(3'-4)
"х

l
2

з

4

5

6

7

8

(С)'= 0

(х)'= l

(xn)' = пх''-'

(лБ)'=
1

2лlх

(е*)'= е'

1

2

о i=) _ (3, _4),."-'_(r-') .(3, -4) _у'= ("-')'

I

З. у = tgr - J4 *"; - logo 
".

I

о у'= (tgx - JT * 
"1 - 

Iog, х)'
ll

_--l-_Y- cos'x З 
''

xln4

Про uзвоdные слоJкньlх фун кцuй,

Функцuя у = .f (tJ), ede U = .f (х), нQзываеmся сложной функцuей,
U -про,ме жуmочн ьtй ареуlиен m,

Проuзвоdная сложной функl,|ul,t у'= ./'' (ч) , U'(r)

Найти производные следующих функций:
1.у=(х2-6х+4)'.
о у'=7(х' -6х + 4)6.(r' -6х+4)'= 7("' -6х + 4)6 .(2х -6)

1. .у = cos(Sx' - 4) .

о у'= -sin(5x3 - 4),(5хЗ - 4)'= -sin(Sxr - 4).15х2
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2

a

у=
']ах -Zx.

. (xr - 2х\'
r-

a/iaZlx - Zx

3. _у = lnsinx.
. (sin х)' cos хО )= , =-:-=c,r'<T.l-.

Sln,r Sln х

4, у=4G,
. у,=4Л ln4.(Ji),= 4Л ln4 

*

l]лJx -Z
;й

Геомеmр uчес кu й с,и bt сл про швоd н о й.

геомеmрuческuй сJиьlсл первой прошвоdной сосmоum в mоJи, чmо она
чuсленно равна mанеенсу у?ла наклона (уzловолlу коэффuцuенmу)

у'= k = !g,а

Уравнение касательноЙ: у - уо = lr(x - rn) .

l
Уравнение нормаJIи: у- уо = -i,"-xu).
Пример. Составить уравнение касательной и нормали, проведённых
графику функции:
l. у=х2-4хвточкехо=3.
Решение.
НаЙДём уо| .уо(3) = З2 - 4.З = _3. Угловой коэффициент равен первой

гIроизводноЙ, вычисленноЙ в данноЙ точке хо=3| k=(х'-4х;'=2х-4;
ft(з) = 2.з - 4 = 2. Тогда уравнения касательной и норм€Lли булут иметь вид:

у +З =2(х -З) -уравнение касательноЙ.
l

у + 3 = - _ (х - 3) -уравнение нормали,"2
2. у =lnx вточке хо =l ; З. у=З' вточке хо =0.

Поряdок uсслеdовонuя функцuu на эксmремум с помоu4ью первой
проuзвоОноЙ,

l. Найти область определения функции.
2. Найти первую производную
3. Найти критические точки функции у = .f (х),, т.е. точки, в которых ./''(х)

обращается в нуль или не существует.
4. Исследовать знак производной /'(х) в промежутках, на которые

критические точки делят область определения функции /(х). Если при

к

касаmельной, провеdённоti к zрафuку функцuч в dанной mочке.
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переходе через критическую точку, знак производной ./'(Jr) поменялся с "-
ll 

на 
ll+ll 

, то в этой точке минимум; если с 
ll+ll 

на "-" , то максимум. Если

при переходе через критическую точку знак производной f'(x) не

изменился, то экстремума в данной точке нет,
5. Вычислить значения функции в точках экстремума.
Найти экстремумы функций:

1. !=хз-Зх2.
о D(у):rеR.
. 

"=3х2 
-6х.

о у'=0; 3х(х-2)=0; х=0 и х=2 - критическиеточки.
о определим знак "f'(x) в полученных промежутках:

о

В точке х = 0 максимум, в точке х =2 минимум

у,*(0) = 0]/n,in (2) = -4

2. у=2хо _ х;
1rз.]3,у=2х'-Зх- -l2x+8.
HaxoltcdeHue uнmервалов вьIпумосmu u воzнуmосmu zрафuка функцuu,
mочек переzuба.
1. Найти область определения функчии.
2, Найти вторую производную ./'"(х).
З. Найти критические точки второго рода.
4. Исследовать знак второй производной в промежутках, на которые делят

критические точки второго рода область определения функrrии /(х), Если
производная ./'(х) отрицательна, то график функчии на этом промежутке
выпуклый, если производная /''(х) положительна, то - вогнутыЙ. Если при

переходе через критическую точку знак второй производной поменялся,
то она является точкой перегиба графика.

5. Вычислить значения функшии в точках перегиба.

Найти точди перегиба.
1. у=6х2_хз
о D(у):хеЛ;
о у'=|2х-3х2; у"=|2-6х
о .у"=0; |2-6х =0;х=2.
a

х = 2- точка перегиба.
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. у(2) = 16
,|

лlз
/ а' 

- 
_- v _ Y

Ja
J

задачи для самостоятельного решения.

Ji +2
у =tgl7x; у =Jb-t("' +В);

2. Составить уравнение касательной к графику функчии l = ln(5 + х) в

ТОЧКе хо =2.
З. Вычислить приближённо с помощью дифференциала| у = х' l;x 

= 1,02l.

4. Найти точки перегиба графика функчии у =Зх5 -5хЗ + 1.

5. Найти угловой коэффичиент касательной, проведённой к графику
, 4х -,r'
функции ,- 4 вточке хо=-2.

6, Исследовать и построить график функции у = хЗ +2х+4.

Функцuu несколькuх пере"uенньlх. Часmные проuзвоdные u полньlй
duфферепцuъrl.

Переменная величина z называется функшией двух переменных х и у,
если каждой паре допустимых значений хи у соответствует единственное
значение z (аналогично определяется функL\ия п переменных),

Функции двух переменных обозначают z -_ .[(x;y);z = F(х;у); и т.п.

ЧастноЙ производноЙ функuии , = .f (х:у) по переменноЙ х нозыв8отся

производная этой функшии при постоянном значении переменной у; она

- l]L
ооозначается 

- 
или Z,.

0х

ЧастноЙ производноЙ функuии z = f (х;у) по переменноЙ / называется

производная по у при постоянном значении переменной ,т; она обозначается
az

-илиZф
Частная производная

переменной определяется
соответствуюuдей переменной
считаются постоянными.

функчии
как
при

нескольких
производная

переменных по одной
этой функчии по

остаJIьt{ые переменныеусловии, что

з, у=хо-х2,

1. Найти первую производную:
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Полным дифференциаJIом функuии z = .f (х,у)

(,;у) нЕвывается выражение 4, = ! а" * Р ау, где +Ох Оу Ох

Точке М (r;у), а dx= AJ ; dy = Ьу.

Найти частные производные:
1. z = х' +2ху2 +Зу3

Решение_.
Находим частную производную
vL_]_f? = Зх' +2у' . Находим частную
ох 

А-
значении r: Y=4хч+9уr.

ф
22а Х -У,/ 7=- 2 2'х +у

в некоторой точке М
0zи вычисляются в
0у

по х при постоянном значении у

производную по у, при постоянном

3х

},

З. Вычислить значение частной производной функчии 2 - !--!- g
х+у

точке М (-2;3).

4. Вычислить полный лифференциал функuии z = х' -2"'у'+ _},r в точке
М(1; 2).

5. Найти частные производные] е) z = х' -Зх'у + 4х'у' - у' ; б)

,,_?- ]
В) z= ; г) "у=е', Д) ;=ln(2x-1,).

х++у

6. Вычислить значения частных производных в заданных точках:
, х-2у ч

х+у х
Jx

в) z=еrвточкеМ(1;l); г) z=ln(x2+yr) вточкеМ(2; -2).

7. Вычислить полные дифференциаJIы функчий в заданных точках:

d) z= У В Точке М (2; -l); б) z=sin(x2 +2у) при х =|,,!=2:tlх=0,|;сlу-О,2;х+у
х

В) z-g2t При х =2;y=|;clx=0,2;dy -0,1 ;

г) z = ln(2x+y) в точке М (1; 0).
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Тема: Неопределённый и определённый интегралы, методы
вычисJIения.

Приложения опрелелённого интеграла.

Таблuца uнmеzралов,

2

л\

J

4 Ie'dx = е' +С;

la*=x+C;

!"'fu = #+ С,п + -|;

Ф=u.х+С;
х

cos хсlх = sin х + С' i

sinxdr = -cos.lr + С ;

6. I
7, I

5

1. Найти

Решение.

2, Найти

Решение.

I

lЗ+=/gх+Сi
' cos- х
,dx
t _ =-сlдrf+(',
' Sln- х

rJx

Jl-r'

I

j

9

8

l0

гdх
1 l+ = urc,tgx + ('
J l+x-

= arcsinx + С]

xclx:3lnx+ Z"-t*C .

I

ll

Вьtчuслен uе неопреdелённьtх uнmеzралов.

Jt+r'+зх2 - 2x-8)clx.

J{+"' +зх2 -2х - 8)й = l4*'d" +

: .tr4 + х'-х' -8х+С.
]J+Zx-x

I Зх2dх - i ZxcJx - I 8clx = 4,*о * з,{ -2,"' - 8r + С4з2

J х

х
з. Найти

Решение.

х

I (2e'-3cosx)c/x

dx+ dх-
х

ал2J+Zx-x
I

3

i
2х

Ii*=r!*-r!dx-

I I(2e'-3cosx)aLT: 2 e'dx - З соsхdх=2е'-Зsiпх+С]
sin 2х4. Найти: I dх
cos.T

Решение.
sin 2r 2sinxcosx

I

iI cos -r
dx

cos х
dx=2 j sin rrlх = -2 cos r + С' .



l0

Меmо0 поdсmановкu.

l. Найти J

2tхах
х3 +4

Решение.

2, Найти

Решение.
J sina х cos xrlx

Пусть х3 + 4= /, отк}д а Зх2сlх = сil и x'clx ={. Toaou
J

r ".'d" = Гd' =!l!!= ltn1,1+(, = l,nlr' +4l+(,.J"'+ц-Jзt -зJ l |'t -з'l '| t

.д
SIn' xdx

3. Найти I (5 - е')' '

Решение.
Пусть 5-е'=/,откуда -e"cJx =ril .Тогда

г 9е'dxl-__()
l 15-е.). I# = -n,., 

,dl =:l2 + с, = io -е')-] + с,.

4. Найти I
7

/ Sln-x4r.
9

Пусть sinx = /, тогда cosxdx = dl

i 14ch =L*c=lrin' х+с.55
9e'dx

1. Вычислить:

=I

Решение,

Пусть t" =, , откуда 
tU" = clt , clx =|U,. Тогда

7 siп!xdx:1
9i

.Q",7
lsinl. Lсh = 9lsin tdt = -9cosl + С = -9cos-x+ СJ7J9

В bt ч uс"l е н uе о пре de,l ё tt ttozo uн mezp a;lu,

Формула Ньютона-Лейбница: 
Г f в)а" = r-(")l: = д(ь) _ |-(а) .

]

i
0

dх
22

Jtsr' +6)сlх = 5Ix
00

)dt(5х{ + 6

Решение.
2

*6i
0

dx х' =2'-6,2=20l;

l

2. вычислить: r lLL' UDДДllvJttl 

{t+,,

Решение.

', ца"l '*; : 4arclgx||o= 4(urr,g|- urctg}) = 4\+-0) = п.Jnl+x' " l0 '4



з. Вычислить: 3
- stn хrlх
4

ИНТеГРИРОВаНИЯ: ln =02

зdt ]

и
J

т
т

I
r
i

,.3т7т3
-rl ] = --(cos--cos-)- -.,; 4, 3 4, 4

sin.rak = -f .о,
4

r
]
J
п
;

J:_
4

xdxSln
J

4

r
;
I
п

4

Вьtчuсленuе опреdелённоzо uнmеzрало меmоdо"u поdсmановкu.

|/^

1. Вычисли..о,'(3ф,_ .

ъ(х -lJ
Решение.

ПУСТЬ x'-l=/, ТоГда 2хсJх=сй, откуда хсJх=L.НuVrдём новые пределы
2

_| = -|.,t.= [r), \) )\- /

a
1

1-

4

2. Вычислить:
cos xclT
.)

Sln- х

Решение.
Пусть Sinx = /, тогда cosxc/x = Й . НаЙдём новые пределы интегрирования

.7т п л1 =Sln-=l:1 =SIn-=-."2"42

#+: чfiЭ= ri, -',л =-r, l i = -r,-++ l; = 1.

п

т

I
r
1

Б/;vZ vZ

cosxd-T 'rа' i ,. l

.) :l,-|t-it=-i
Sln-.r ", [- ,i

лlт
l, -(

2 _ l).

З Вычислить : е'*'й

Решение.

r
1

Ir
т

t

I
0

I

j
0

Пусть
/n =0+1

2

er*|dx: le'clt
l

х+1=/; ТОГДа

=|;ln=l+l=2.
dx=dl. Найдём новые пределы интегрирования

= ,'|',
2=е -е.

Решение.

ll
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Пр uлосtсен uя о преdелённоzо uнmеzрqла

Пчть- поойл точкои.
Путь, пройденный точкой за промежуток времени lt { l 1l, вычисляется по

l2

формуле S = l|gcil, где ./(l)-cкopocTb при прямолинейном движении.
lI

2. Работа переменной силы.
Если переменная сиJIа Д = i'(x) действует в направлении оси ОХ , то работа

силы на отрезк е а <х < Ь вычисляется по форму ле: А =i rl4h"

З. Площадь криволинейной трапеции.
Площадь криволинейной трапеции,

ограниченной линиями
у=_f(х);х=а;х=Ь:у=0

ь

вычисляется по формуле S = J /{"),l".

4. Объём тела вращения. 
а

Объём тела, образованного вращением
криволинейной трапеции вокруг
оси ОХ, вычисляется по формуле

задачи для самостоятельного решения

(хV=п
h

I
)dx

cos хсiх
lI 

- 
'

vSln-.Y
rfЭа",

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями
у=хЗ х =_1;х =2;у=О,

3, Найти путь, пройденный телом от начала движения до остановки,
если его скорость вычисляется по формуле у = бt -2t) (м/с).

4. Вычислить:

1. Вычислить интеграJIы:

I(r' - 2)2 xclx; I
.1

Jл

а.J{Зх' -cjsx+|)dx; б. Jcos3 xclxlB. I#*; г. I" 
.2" cJx; д. JЛ;4;х

l



lj

г Sinldll-.
J 12cosl + 3)' '

, Зсlхl.
l- l l
' )Sln'х

х4 dx
е. ж. J и.

2х'-4

Тема: (Решение лифференциальных уравнений>>

!ифференциаJIьным уравнением называется уравнение, связывающее
между собоЙ независимую переменную х, искомую функчию у и её

производную (или лифференциал).
!ифференциальное уравнение называется обыкновенным, если

входящие в него функции зависят от одного аргумента.
Порядком дифференциЕlJIьного уравнения называется порядок высшей

производной, входящей в него.
Функчия, обращающая лифференциальное уравнение в верное

тождество, называется решением данного уравнения.
Общим решением дифференциального уравнения называется такое

решение, в которое входит столько независимых произвольных постоянных,
каков порядок уравнения. Так, уравнение первого порядка содержит одну
произвольную постоянную.

Частным решением дифференциального уравнения называется

решение, полученное из общего при различных числовых значениях
произвольных постоянных. Нахождение частного решения по начальным

условиям называется решением задачи Коши.

Дuфференцuал.rные ypaBllett uя первоzо поряdка с рOзdеляюи4uлluся
переменньlмu.

Щифференциальным уравнением первого порядка с разделяющимися

переменными называется уравнение вида Ч = ./'r")r(r) . Для его решения
ах

сначыIа необходимо разделить переменные, а затем обе части уравнения
проинтегрировать.

найти общее решение лифференциальных уравнений:
l. xyy'=l+xr.

Решение.

хуу'= 1+ х2; заменим у'=

ycJy=l+x2 *.
х

Irb=I**=!++lxclx.
дифференциыIьного уравнения

2. (| + y)dx - (l - х)с/у = Q.

з

cJy

dx
,у+= 1+ х] . После разделения переменных,"dх

Проинтегрируем полученное уравнение
а)

! = tп1"1*|*С-общее решение2"2

полччим:

. г-
|21"!5а*.J 3Jx
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Решение.

(|+ y)dx-(l- x)dy = 0. После разделения переменных, получим dy с]х

l+y l+x

Проинтегрируем это уравнение lfr= J*, откуда ln|l+ у| = lnll + х|+ ln|c|.

Здесь произвольную постоянную удобнее представить ln|c| . | + у = (l + ;r)с -

общее решение лифференциального уравнения.
З. (t + x')d,y - ^! 

уа" = о,

Решение

1t+ x2)cly - л!-уа"= 0. После разделения переменных, получим , у !ау,= #
Общее решение уравнения имеет впд 2. Л = arclgx + с .

4. (t+ х'lу'-2ху=0.
Решение.

(l + х2 )у'-2ху = g; (l + 12 )*-2ху = g, dy 2xeJx После интегрирования.)у t+x-

получим: ln|,v| = lnlt + х'|+ ln|c|

y = (x'+ l)c.

5. е' (l + x'lcly - 2х(| + el)clx = 0,

Решение.

е'(1 + x2)dy -2х(1+ d')clx = 0.

Общее решение данного уравнения имеет вид

Разделим переменные
cly 2хrlх

После
е'

l+e' l+r]
общее решениеинтегрирования получим: ln|t + е' 

| 
= tn|t + х'| + ln|c| .

дифференциаJIьного уравнения имеет вид: l+e ' = (1+xr)c

Найти частное решение лифференциальных уравнений
l. у' +"'y'=g, _y(_l)=l.

Решение.

После интегрирования получиму х'у'+
dy _ clx))у- х-

0

у-' = -х-'+ с (обшее решение). Найлём значение произвольной постоянной
гIри заданных начаJiьных условиях и подставим его в общее решение:
с=0; у' =-х',ИЛИ у =-х -частное решение,

2, (х +|)3 dy - (у -2)2 dx = 0 , "у(0) = 4 ,

Решение.
ct1, rJх

(х + l)зdy - (у - 2)2 tlx = 0;

l1l
у-2 x+l с

- (.l,- 2) ' = -(х + l) l -.-t '

{у - 2)'

решение.

(х+ 1)r '

Найдём-общее значение произвольной
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постоянной и подставим его в общее решение

частное решение дифференциаJIьного уравнения

3. (Л+l).J; . у,-у = о; .y(l) = l.
Решение.

,,-_1 , 2
у-2 x+l

(fr*1).'',Б.y,-y=0; (Л- t а*-у=о; (/2,* t|ly, _ а" ,

у х
lrl

yldy*oY -91. По.ле интегрирования получим общее решение:ух
2 J' + tn|_v| = lnlrl+ с. Подставив начальные условия, найдём с = 2

2 J' + lп|.ч| = tnlrl+ 2 - частное решение.

Лuнейньtе duфферен цuutьньlе уравнен uя первоzо поряdка.

Уравнения вида Ч*.ftrlу+р(х)=Q, где ./(х) и р(х)функшии от х )
clx

называются линейными дифференциаJIьными уравнениями первого порядка.
В частном случае _f(х)и р(х) могут быть постоянными величинами. Это

уравнение приводится к уравнению с разделяющимися переменными с
помощью подстановки / = (/Z , где U и Z новые функчии от х.

Найти общее решение лифференциальных уравнений

d(]

U !?#, бl = (x+l)J, (с = 0),, получим (х+l)rЦ=lr*11'.\/,\,
dx
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2. y'-y,ct$x = зiуl"

Решение.

y'-y.ctgx = sinx. Сделаем замену

uЧ* zЧ-(Jzctgx= sinx ; uЧ- r( Ч-dx dx dx [ с/х
L/clgx = Slnx Для нахождения

)'= UZ и
dy _ctU z*!Zudx dx clx

cJy dtJ _ dZ _,
T-v .

clx cJx dy
,1I r

У:' +2x[J =0;
dx

З. у'+2ху = 2х2е-'

Решение.

у'+2ху=2х2е-". сделаем

Чч *Чz +2xL]Z =2x2e-r ,йdx
ч = -2xdx: lп|UI - -"' ;
Ull

"' dZ _2(J =е-' , 
*" ,е-'- =2х2е-"; Z'dx

ЗаМеНУ у = UZ и

!Z" *
dx

dU +2"U
dx

= 2х'е' '" 
,,(

4. cosxdy + ysin хtJх = clx,y = l;x = 0. Найти частное решение лифференциального

уравнения.(разлелить на cos хrlх ).

Неполньrc duфференцuulьньIе уравнен uя Bmopozo поряdко.

э /r \
- !х' +с.. у = е-''| 1r' +с, lз \з )

Общий вид лифференциального уравнения
tJ|y dy.

- = .f (х;у;:|). Общее решение лифференциальногоlll,ах ах
порядка содержит две постоянные.

второго

уравнения

порядка

второго

Найти общее решение лифференциальных уравнений второго порядка:
, d2чl. 4=Slnx.

dx'
Решение.

с]'у dl, d ( dу\ dZ

c'x, -ДеЛаеМ ЗаМеНУ dx /r\,l*)=sinx; Й=r'пr, 
clZ=sinxelx',

Z = -соsх +С1; Ч = _"оr, +С,; cly= (-cosx +C,)ctx, у = -sin х +С,х + Сr.
dх
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Найти частное решение дифференциаJIьных уравнений

1, о|', 
="",,

ах
Решение.

oi|, 
= rr" ,

dх-

|zo=B.O+C,

dy

dx
у=2|х=0: 20

fr= 
z ; ff =п"; Z = бх2 +С,; у =2х' +с,,х+сi, ;

C,=)Q;(, =). у =2х3 +2Ох+2.
2=2,0+С,,0+С,

2

з

d'y
dx2

2
dy

dx

3

L

d1,
0; -l

dx
у =-е"+l

2

,]
ах x+2cJx'

Задачи для самостоятельного решения.

1) 1l+ x)ydx+(l- y)cJy=O;x=.},=l; 2) x2cý,-y2elx=O;. 3) l"

у =2;х =z;ff=B. (у =,'+4х_ l0)
d'y _ ldy

,|

l

1 1 l'" .'х'у'

6) ("' + |)rtу = xycJx;x = Jl;y = 2,,

l:

4) "y'=14-1;' #=х:х =r,=ff=Z

7) хЗ у' = уЗ, 8) Zy'- l + х2;х = 0;у = |;

Ю) # = бх _ 4;х = 2;у = s,ff = в.

Ч+_х=3'
dх

l-

Тема: Элементьщинейной алгебвьц,
]. Маmрuцьt, вudы л,tаmрuц.

Прямоугольной матрицеЙ порядка mхп н&зьIвается таблица из пlп чисел
аl|ап..,а|п

а)|аD.,.а2п
с /?? строками, пстолбцами, Сокращённо обозначают Д = \u,),,"

а ,la ,2 " 'о nrn

Числа 4rназываются элементами матричы А; l;/-индексы элементZ а,,э

определяющие положение элемента в таблице: i -номер строки, /-номер
столбца, на пересечении которых находится./,/. Если п,l=п, то матрица

называется квадратной, а число /? называется порядком матрицы.

Совокупность элементов Qllоа2э,,,.4,,п образует главную диагональ матрицы,

а элементы Q|u,a2\u l),....Q,,1-побочную диагональ.
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Нулевой матрицей называют матрицу все элементы, которой равны нулю.

Особую роль на множестве квадратных матриц играет единичная
матрица Е, все элементы которой, кроме элементов главной диагонали,
равны нулю, а на главной диагонали стоят единицы:

Е:

000

0

0
0

l00
0l0
001

Квадратная матрица В, под главной
н€}зывается верхнетреугольной;
нижнетреугольная матрица,

- верхнетреугольная, а матрица С

диагональю которой стоят нули,
соответственно определяется

с,,0.,,.,0

с,,rсr,..,0в

С ,rr|С ,,2."'С n ,

нижнетреугольная

Симметричной называется квадратная матрица А: lo,,),,, у которой

элементы, симметричные относительно главной лиагонали, равны

матрицей порядка lx4, а вектор с/ € R5, с/ = - матрица порядка 5xl

2. Дейсmвuя Had л4аmрul!амч

На множестве матриц определены следующие операции.
Сложение. СуммоЙ двух матриц Д = |au)u,.n и В = (Ь,,),,,,,, одного порядка

называется матрица С = (c,,)o,,n того же порядка, С:А*В, элементы котороЙ

с,, = а,., + Ь,, (i = |,2,..,,m;.i = |,2,..,,п) ,

Из определения следует, что А*В:В+А (коммутативность сложения) и

А+(В+С):(А+В)+С (ассочиативность операции сложения).

2

l

0

(ь,,ь,r...ь,,, \

| 

о..r,,...ь." 
I

[; ;, ;,, ,J

1
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Умножение на число. Произведением матриць] Д=\о,,),,,.,, на число 1

н€Lзывается матрица С =(Cu)n,u, где с,/ = h,, ( для всех i,.7).

Отсюда следует, что общий множитель всех элементов матрицы можно
вынести за знак матрицы:

24-8 l2-4
Д: :1

б 0-4 -3 0 -2

Операция умножения матрицы на число обладает свойствами:
а)(а+ F)Д = аД+ РД; 6) aQ+B) = аД+ аВ,где а;Р-числа.
транспониDование матрицы. Пусть матрица А порядкаЗх4

1l1l
^ -)-) -) -)л- 

;; ; ;
Составим новую матрицу Д' по правилу: первую строку матрицы А

запишем в первыЙ столбец матрицыl', вторую строку А - во второЙ
столбецl', третью строку А - в третий столбецl', тогда

1-25
Д' : | -2 5 порядок l' равен 4х3.

1-2 5

1-25
Такая операция, называется транспонированием матрицы А,

Транспонированную матрицу булем обозначать Д'или Д' . Таким образом,
матрица Д':(а',,) порядка пхm называется транспонированноЙ к матрице

А:(а,,) порядка mхп ) если о,, = Q',, для всех i,7.

Для квадратной матрицы операция транспонирования равносильна
отражению элементов относительно главной диагонаJrи. очевидно, для
симметричноЙ матрицы Д= Д'

Умножение матриц. а). Произведение матрицы на вектор,

Пусть матрица А имеет порядок и х,? и вектор х € R" :

alla11,,.Qln

а)|аD.,.а),1

.tr1

А=
.tr)

.1 -

Q ,rla,2' "a,n х,_

Произведение Дхаать вектор у € R'''

а||а|....а|,1

а) |а)1.,,а1 пА-

Q,la rr2"'a nrn

[;:l : [i, lIl1,I
[,. ,J [r, ,,l
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!ля улlноженuя Mamputlbt А на векmор ; чuсло сmолбцов .маmрuцьt

(чuсло п) dолжно совпаdаmь с чuслол4 коорduнаm векmора },а новоrй

преобразованньtй векmор l: О} uлlееm сmолt)ко KoopduHam, сколько
сmрок у маmрuцьt А, m.е, m.

Пример. Найти произведение матрицы А на u.nrop i

А-

Решение.

4

2

4
х:

1-1 0

02l
l l0

-1 01
-)

Заметим, что л с Rr, а строки матрицы А - тоже трёхмерные векторы.

Результатом li буд., 
".nrop 

j,
l -1 0

0 21 4

Ах: у; 
'

Yt

Уz

У,

Уц

1

l

2

-4

10
0l

где

(:]

[_*]

+ э 4)
2|
-4)

[1-]

4.l
2|
_4)

i1: 10, 2, l;yl =(аl,"r): (1, -1,0) : 4-2*0:2; уэ: (аэ, : Q+{-4:0;

),з =(.7з.х)=(1,1,0) 4+2+0 : 6; уц = (ац. х) = (-1,0.1) : -4+0-4: -8.

Итак, у:(2;0; б; -8)

б) Умножение квадратных матриц (одного порядка).

Проuзвеdенuе.м Д х В называеmся кваdраmная л4аmрLtl,|а С mоzо же
поряdка п:

а||а|2...а|п

а)|ат,..а)|1

Ь|\ц2",Ьlп

ь2|ьr2,,.ь,,,,

с|lср,..с|п

с:)1с22..,с) 
|1А,В =

а пlа п2..,а пп ь,,|h,,2.,,ь,,,

= С'=

С ,,,,С ,,1 ,, ,(' ,,n
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!ля получения элемента с,, необходимо

Ьr,

-/ \Cu- ( Ql|"а,2,.,..О,,, )
Ьr,

h

Пример 1.

Щано: А - ; В:

Найти произведение матрицы А и В
Решение.

А,В=С=
с|рDс|1

с2р22с2з

с\сrсз1

а,rЬr,+ Q,zbzt*,..+ Q,nb,,,r(i;.i = |,2..,п)

c,,:(-1,2,0) : l; c,,:(-1,2,0)

--7; с,r:(3, l, :-l;с:,:(З,l, -l)

- l\

:J

-l -lз
0 22
4 0 -1

-1 2 0

3 l -l
2 |2

,,I

С,r=(2, 1,2)6

l5
7-1
60

/_ t\

[;]

:5; сrз =(-1,2,0)

2

0

2

0

(з\

|, |:,r,
[- l,
(з\
l, l:o.
[_,J

сr, : (2, l

l

|2
6

Отметим важное свойство умножения матриц. В отличие от умножения
чисел результат умножения матриц зависит от порядка сомножителей.
Свойсmво пересmановкlr сол4ножumелей прu уиноженuu ,маmрuц
оmсуmсmвуеm. А.В+В,А.

20 02
Пример2.ПустьА: ,В: ,найти.4.RиВ.Д,

2 -1 0 -l
Решение.

2

]:о,
)

20 02 04

2-1 0-1 05

02 2 0 4-2

0-1 2 -l
А.В: в,А

-2 l

(з)

[:,] 
:1;

cz, =( з, l, ,[l']

с,,=(2, 1,,2) 
[r']
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МIатричы А и В, для которых АВ:ВА, называются перестановочными.
Произведение чисел равно нулю в том случае, когда хотя бы один из
множителей равен нулю. Произведение матриц не наследует это свойство.
Более того, возможно, что А2 = Д.Д = О, хотя А не совпадает с 0-матрицей.

3. Ранz маmрuцьt.
Важнейшей характеристикой матрицы является максимальное число её

линеЙно независимых строк (оно равно максимаJIьному числу линеЙно
независимых столбцов). Это общее число называется рангом матрицы А.
Таким образом, r(l) -ранг матрицы А (rапgД ) совпадает с рангом системы
векторов-строк (векторов-столбцов).

l -l 2
Пример. Опрелелить ранг матрицы А: 0 2 -3

2 0l
Первая и вторая строки матрицы линейно независимы, т.к. векторы
ээ
а, = (|,-|,2) и с, = (0,2,-3) не коллинеарны (их координаты не

пропорциональны), третья строка матрицы является суммой второй и

УДвОеннОй первой: о-, = 12,0,1; ; i, = Zi,* i, , Вектор ;. линейная

комбинация векторов ;, и ;r, тройка векторов |i,, ;r, ;, линейно
зависима. Максимальное число линейно независимых строк матрицы А
равно двум, ранг r(A) = ) ,

uя BedeHue ыкс
rlud),

Рассмотрим матрицу В:

2

0 00
Матрицу такого вида называют ступенчатой. Элементы -1, 5 и 2

называются угловыми элементами. <<Высота>) ступеньки всегда равна
единице, а длина может быть произвольной,

-1

0

0

0

201
51з

00

В сmупенчаmой ,маmрuце сmрокu, соd
(ненулевьtе сmрокu), лuнейно незавuсuд4tl.

взвQн числY угловых элементов.

ержаu|uе ye,rloBble

ранг ступенчатой
э"lеменmы

матDицы

Преобразования, позволяющие привести произвольную матрицу к
ступенчатому виду, называются элемент,арными.

Пусть А-матрица порядка пхп,её строки аl,аэ...а,,,с R". Запись Д -+ В
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означает, что матрица В получена из матрицы А элементарными
преобразованиями. Матриrrа В остаётся того же порядка, что и матрица А,

строки её обозна"r, а],Й,,.Ь], . Элементарные преобразования, переводящие А
в В: а) перестановка строк - две строки матрицы А меняются местами, а
остzulьные строки не меняются; б) к одной строке матрицы А прибавляется
другая, умноженная на число 2, остальные строки переписываются в В без
изменения. Элементарные преобразования не меняют ранга матрицы. Любую
прямоугольную матрицу с помощью элементарных преобразований можно
привести к ступенчатому виду (метод Гаусса).

Пример 1. Привести матрицу А к ступенчатому виду, определить ранг
матрицы.

д:

1. <<Загоним>> в левый верхний угол ненулевой элемент с помощью
перестановки строк. Щля ручного счета }добно, чтобы этот элемент был

равен 1 или - l (если это возможно). В нашем примере поменяем местами
первую и вторую строки.

В дальнейшем первую строку менять не булем. Теперь с помощью
отмеченного элемента (- l) в левом верхнем углу (назовём его (ведущим>)
образуем нули в первом столбце под ним, Для этого ко второй строке
прибавим первую, умноженную на 2, из третьей строки вычтем первую, а

к четвёртой прибавим первую строку:

В дальнейшем первый столбец (как и первая строка) меняться не будет,
их мысленно исключим из преобразований.

2. Алгоритм повторяется для оставшейся части матрицы меньшего
порядка (отмечена пунктиром). I\4еняем местами вторую и третью строки
и с помощью нового (ведущего)) элемента l получим нуJIи во втором
столбце второй и третьей строк:

2

2l1
-1 2 0
-l з 0

14l

-l 20 l

2ll1
-1 з 0 l

| 4|2

-1 2 0l
051з
0100
0 б lз

Алгоритм метода Гаусса.
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-1 2 0l
0100
0 51з
0 б lз

-l 201
0l00
00l з
00lз

Здесь из третьей строки вычли вторую, умноженную на 5, а из
четвёртой - вторую, умноженную на 6.

3. Щействуя ан€шогично, получим ступенчатую матрицу

Угловые элементы - 1, l, 1, их число равно З. Число угловых элементов не
зависит от способа приведения матрицы к ступенчатому виду, Ранг
матрицы равен 3.

Пример 2.
Привести матрицу А к ступенчатому виду и определить её ранг.

3 -1

1. Поменяем местами первую и вторую строки матрицы:
l2-1 l

2 3-1 2
4 5-3 4
l 0 -1 l

2. Из элементов второй строки вычитаем соответствующие элементы
первой, умноженные на 2; из элементов третьей строки вычитаем
элементы первой, умноженные на 4; из элементов последней строки
вычитаем соответствующие элементы первой. Первая строка остаётся без
изменения:

З. <Ведущим> элементом выберём - l . Перепишем без изменения
первый столбец, первую и вторую строки матрицы. Из элементов
третьей строки вычитаем соответствующие элементы второй,

умноженные на З, из элементов последней строки вычитаем элементы
второй, умноженные на 2:

_l 2 0 l

0l00
00l з
000 0

2

1

4
l

2

5

0

-l
-J
-1

2

l

4

l

l

0

0

0

ll
l0
l0
00

2
-l
-з
1

l 2 _l l

0_1 10
0 0 -2 0

0 0 -2 0
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Получим вторую ((ступеньку). Следующим (ведущим) элементом
берём (-2). Оставляем без изменения первые три строки, а из последней
строки вычитаем соответствующие элементы третьей.

l

1

2
0

l

0

0
0

|2
0 -l
00
00

Сделано три шага методом Гаусса. Последняя матрица имеет
ступенчатый вид. Число угловых элементов ступенчатой матрицы равно
трём, поэтому r(A) = f .

Пример 3.

Привести матрицу к ступенчатому виду, определить её ранг.

А--

Решение:

д:

Ранг матрицы равен двум: r(Д) = 2 .

З аdач u dля сшмосmояmельноzо ре ulе н uя.

1). !ана матрица С и вектор ; , Используя метод элементарных
преобразований Гаусса, определить :

а) ранг матрицы С;

б) произведение С' ,i;
в) привести матрицу С к ступенчатому зиду.

-з4
-15 l8
-46
_1 4

2). Щана матрица С и вектор ; . Используя метод элементарных
преобразований Гаусса, определить :

1

-1
_1

_1

l
l

2

l
4

2

1

4

0

2
4

0 -12 10 -12 l0
2 -+0302 -+ 0302
4 06 04 0000

-1

l
l

1

-1
_l

l
0
aJ
7

l

6

l

-l

2

з
5

10
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а) ранг матрицы С;

б) произведение С' .i;
в) привести матрицу С к ступенчатому виду.

З). Щана матрица С и вектор ;. Используя
преобразований Гаусса, определить :

а) ранг матрицы С;

б) произведение С'' ,i;
в) привести матрицу С к ступенчатому виду.

123
з 54
2з1
3 4-з

l
2

2

1

l
l

метод элементарных

|2-з 4
0 3 -l5 l8
35-4 6

7 10 -l 4

5. опrлеdелumелu вmоро?о u mреmьеzо поряdков.

Важной характеристикой квадратной матрицы А порядка r явля€тся её

l
6

l

-1

определитель.

Пусть l = -квадратная матрица второго порядка.
allall
altall

Определитель матрицы А- чuсло, коmорой сmавumся в сооmвеmсmвuе
маmрuце А u вьtчuсляеmся по правuлу: det l = altazz - azlшt2-

Порядок определителя совпадает с порядком матрицы

Рассмотрим квадратную матрицу третьего порядка l =

аllОllа11

аl|аDа)1

alPpai1

Её определитель есть число, вычисленное по правилу:

det l : o,,lo"o"|- о,rlо"о"| * o,.lo,,o"l
|ОзzОlзl |азrазз l lа:,аз: l

обозначение: det О =l:',',|:l
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Минором определителя М,, назьtваеmся опреdелumель, сосmавленньtй

uз еzо элеменmов без пересmановок, пуmё,м вьtчеркuванuя i -оЙ сmрокu u .j -ео

с ц о tl бцq рtцэ е d е ц ц rц еlш

Ал гебраически м допол нен и ем Д,, наз ы ваеmс я,,чlцнор э взяmый с о с воLLц4

знако]чt, m.е, Д,, = (-|)'*| . М,, .

Определителем матрицы А п -го гIорядка называется число, полученное

рЕвложением по l -оЙ строке: det Д = а,,Д,, + а,,Д,, + .,.+ Q,,.,А,,, .

Квадратная матрица называется невырожденt{ой, если её определитель
отличен от нуля.

О с н о вн bte с войс mва опре d елumелей.

1. При умножении всех элементов некоторой строки (столбча) на число
определитель исходной матрицы умножается на это число.

2. Если все элементы какой-либо строки (столбuа) равны нулю, то и
определитель равен нулю.

3. При перестановке местами двух строк (столбчов) определитель
меняет знак на противоположный.

4. Если две строки (столбца) равны или пропорциональны, то
ошределитель равен нулю.

5. Опрелелитель не меняется при транспонировании матрицы (при
замене строк столбцами).

6. Величина определителя не изменится, если к элементам какой-либо
строки (столбча) прибавить соответствуюшие элементы другой,
умноженные на некоторое число (элементарное преобразование Гаусса).

7. Определитель произведения двух матриц равен произведению
определителеЙ этих матриц det(l . Д) = det,4 ,det Д .

Примец Вычислить определитель верхнетреугольной матричы А.
3-1 04
0 21-1

det l 3.2 : 3 .2 .|:6.
21
01
00

з
1

-l
-l

1

1-1

0l0 01
0 00

Замечание 1. При элементарных преобразованиях Гаусса
определитель матрицы может только изменить знак. Поэтому }добно считать
определитель матрицы, предварительно приведя её к ступенчатому виду.

Замечанпе 2. Преобразования Гаусса сводит квадратную матрицу к
верхнетреугольному виду, определитель которой равен произведению
диагонаJIьных элементов. Такой определитель булет отличен от нуля, если
все диагональные элементы угловые, т.е. r(l) = п, г,ц,о и - порядок матрицы.
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Замечание 3. Если ранг А равен её порядку, то строки матрицы
линейно независимы. Таким образом, равенство нулю определителя есть
признак линейной зависимости строк матрицы.

В ычuс"п е н u е о п р е d е"lum еле [l.

Пример. Для данного определителя

^-

Найти миноры и алгебраические дополнения элементов цlэ|Qр.

Вычислить определитель, разложив его: а) по элементам первой строки; б) по
элементам второго столбца,

.'
-J

Находим | М, : -20.

Алгебраические дополнения элементов ар и азэ соответственно равны:
ll, = (_l)l-'M,r:|8; l,,, = (-l)]*'Mr,:20.

а) Вычислим определитель, разложив его по элементам первой строки
по формуле А = QltДl, t а,,rД,, + а,,rД,. + а,оД,о ,

-32
)-)
40
з1

0
4

4
.)
J

4
1L

4

2

-4-
a
J-

l

l

l
1

0
4
2

4

-l8; М.,= 2

-2 | 4 2 1 4
-з 0-1 2 -2 4-1 2 +l

1-1 4 3-1 4
б) Разложим определитель по элементам второго столбца:
Ь = аrrАr, + аrrАr, + аrrАз2 + а,rАrr.

214 -3l0 -3l0
ь:-24-|2-2 4-|2 +l 2l4:38; А=38

3-1 4 3-1 4 4-|2
3аdач u dля спмосmояmельноzо р е сuен uя.
l). Для данного определителя 

^ 
найти миноры и алгебраические

дополнения элементов 0э.,,,Qц. Вычислить определитель А, разложив его по

элементам второй строки; третьего столбца.

2-2 4
40 2

зl4^

:38; А=З8

4з-2-l
-21-4з
04 |-2
5 0 l -l
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2). Для данного определителя А найти миноры и алгебраические
дополнения элементов ааr,азt. Вычислить определитель А, разложив его по

элементам четвёртой строки; первого столбца,

1-J

2

2
0

2

lз-5
0l
зl
12

0

l
1

-4

11

з2
11
34

l

3). Для данного определителя 
^ 

найти миноры и алгебраические
дополнения элементов азl;аза. Вычислить определитель А, разложив его по

элементам третьей строки; четвёртого столбца.

6. Обвщrщqц цqщрul|а.

Определение, вычисление обратной матрицы.
Матрица В называеmся обраmной к матрице Д, если выполняются

условия Д.В = В.Д= Е.
Обратную матрицу к l обозначают l-|.
Ответим на вопрос: любая ли матрица имеет обратную и как вычислить

Д-l , если она существует?
Теорема. Маmрuца Д LLl,ileem обраmную Д-| mоzdа ч mольк() mоеdа,

Kozda Д - невьtрожdенная, m.е. detl * 0,

Т.к. д,д-| = Е, то det(l ,д-') = detl.detl l 
= detД = 1 и, если существует

Д-l, то det,4-1 * 0;det Д + 0.

Обратная матрица вычисляется по формуле А-| - ,' -., о' .

det l
Пример. !аны две матрицы:

l

l

l

0

-40
А- 2-1

32
Найти: 1-1; д-', д-' , д

1

aJ
2

А,

в:
12
20
-2 1

3

1

з

Обратная матрица 1-1 матрицы l имеет вид
ДllА2lА2,

,1
Д-' = -:- Аr,АrrАз2

deI А

А\зА..Аз.

, где
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-4 0l
det -l З :З9 ;с 0, т.е. матрица l - невырожденная)и,

22
значит, существует обратная матрица.
После вычисления алгебраических дополнений, находим

_8 2 l _8 2 1

д-| 5 -11 14

з9
|4

з9 39 39 39

д- 2
з

39 з9
5 _l1

784784

_8 2 |

з9 з9 з9

l00

0 l 0 --Е

0 0l

-4 0 1

lз

з 22

з9 з9
5 _ll

з9
|4д,д-|: 2 39 39 з9

784

,lА-,.А--
з9

-82
5 -l l

78

l

14

4

з9 з9 39

-40l l0l
10

2 0

2

aJ

0

0

з

2

Обратная матрица найдена верно.
Заdачu dля самосmояmельноzо решен uя.
1). Щаны две матрицы А и В. Найти: а) АВ; б) ВА; в) .4-' ; г) .Ц.Ц ' ; д) Д-'Д

А- в

2). Щаны две матрицы А и В, Найти: а) АВ; б)

А-

1J
1-J

l

_1 0 2

2з 2

з7l

l

0

2

5

0

в- 2

l

4|-4
2-4 6

1 2 -l

144
l32

-4 12

-з 42
1-5з
012

01
\7
з2
ВА; в) .д-' ; г) АД-'; д) Д-'Д,

А- в:

l

З). Щаны две матрицы А и В. Найти: а) АВ; б) ВА; в) А-'; г) ДД'; д) Д''Д.
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7. PeuleHue сuсmем л.uнейньtх уравн"енuй по правtь,tа,ц Кра,цера,
JиаmрuчньlJи способом, меmо d о.ц Гаус с а,

Рассмотрим систему из и уравнений с и неизвестными
а|ё1 + а|)х2 + ,..+ arnxn: Ь,

а)|х| + аrх) + ...+ аr,,х,, = Ь,

аmё. + arr2Xl *,., * а,r,rх,., = Ьо,

а||а\2,.,а|п

а2|а22...а2п

матрица системы уравнений.
а пl|а m2,.,а mп

а|lап,..аlп

ата22,.,а2п

- расширенная матрица системы.
a,lan,2,,,ou,,, Ь,,,

называют соответственно вектором неизвестных и

А

ь|

ь2

в

ь|

ь2+
и Ь-

h-п1

вектором правой части системы

Если вектор i =0, то система называется однородной, если хотя бы

один из элементов вектора ; отличен от 0, то система называется
неоднородной.

Система н€вывается совместной (имеет одно решение), если
r(д) = r(B): m; если r(B) > r(д) спстема называется несовместной (решений не

ИМееТ): еСЛИ r(A1= r(B) = k < m, то система имеет бесчисленное множество

решений.
Пример.
Проверить совместность данной системы уравнений, в случае

совместности решить её по формулам Крамера, матричным способом,

методом Гаусса.
х,+5хr-Iз=3
2х, + 4х, -Зх, = 2

3х, - х, -Зх. = -7
Проверим совместность системы. Найдём ранг матрицы данной системы

1 5 -1 l 5 -l з
А- 24-З иранграсширеннойматрицыВ: 24-3 2

з -1_з з -1-3 -7

;[l']
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.Щля этого умножим первую строку матрицы В на -2 и сложим со
второй строкой, затем умножим первую строку на -3 и сложим с третьей
строкой, поменяем местами второй и третий столбцы, получим:

15-1 з 1 5 -l з 1-1 5 3

в- 24-з 2 0-6 -1 -4 0-1 -6 -4
з-1-3-7 0-160-1б 00-16-1б

Следовательно, r(д) = Л(В) = 3, система совместна и имеет единственное

решение.
а). Решение системы по формулам Крамера.

^х, 
Ах" 

^х,
|. Z.

^, 
_l-, лr- д, ",-l-.
а||апа|1 Ьtоlzаtз atzblar, аrr\rzЬ,

^- 
о2lа2эод; Axl: Ьrаrrаr^ i Mz: аrrЬrаr. ] &з= аr,аrrЬ,

о.tазzQзз Ьrа.rа.. а.rЬrа., аrrаrrЬ,

-3 : (4.(-3)-(-1) (-3)) -5(2.(-3)-З.(-3))-(2.(-l)-3.4): -16
1

aJ
aJ

-l
_з

-з

aJ
2

-7

15
24
3 -1^

35
24

-7 -1

л|
-J

Axr

Ьх2

: 3(4.(-3) -(-l),(-3)) - 5(2,(-З)-(-7),(-3))-((-7), 4-2,(-l)): 64

: (2,(-З) -(-7).(-3)) -3(2,(-З) -3,(-3)) -(2, (-7) -З,2): -1 6

1

2

з

1

1

3

А.rrз

53
42 : (4.(-7)-(-l).2) - 5(2,(-7) -3,2) +3(2, (-l) -З. +1 :32

l -7

64 _lб 32 
^

.}r_-__.T..t]_-_l.?t1_-__-, _lб -lб _lб

б) Решение системы матричным способом

хr+5хr-хз=З
2х, + 4х, -3х^ - 2

3.т, -х, -3х. - -7

в матричной формеЗапишем данную систему Решение

системы в матричноЙ форме имеет 
""д 

i = А-| .Ё. НчИд.м обратную матрицу

АХ=В

(она существует, т.к. А = -lб # 0)
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' .l 

: -'r,
-J|

: -l4; дr, = -|
l

ls -tl
Д,, =-|_l 

-3l

JJ

:1 б; Дзl =

:0;

5 1

Alt =
l 4_3

о,, = -l'^ 
- 
]l: _r, д,, =||^ 

- 
1l, l3_3| z' 

|3_3l

24
Аtз = аJ

_l5
_з

-|4

о.^ = -|)zI

lt
А,, =|

|2

l _1

2з

l5
3_

-t)l

+I
- -6.

l-| 1

_16

решение системы:
(",

эl
Х=1 х^

[";

|- ts

=ll-,_lб 
l

|- l4

в) Решение системы методом Гаусса.
r-
|х,+5хr-хз=J
I

j 2х, + 4х. -Зх.. = )

l.r", - х, -Зх-, = -7
Исключим xl из второго и третьего уравнений. flля этого первое уравнение
умножим на2 и вычтем из второго, затем первое уравнение умножим на 3 и
вычтем из третьего:

r-
l,r, +)x,-xr=J
Ij-6r. -хз=_4

|- to", = -lб
Из полученной системы находим xt = -4, xz =7i хз = _2.

Пример.

Проверить совместность системы уравнений, в случае совместности, решить
её по формулам Крамера.

2х, -Зх, * х. = )
3х, *хr-3л-,=1
5х, -2х, -2х. - 4

-,,l
ll
_6l

_ , I| rз ) |t-+s 
+ з2 + 77) l\-16)| r- 4)

,Ilz|:l,-n-7)l(-|6) |:I 
,I

-6l [-7l |к_+z+з2+42) /(-l6)l [_2/
ИТаК, Xl = -4, x: = l, хз = _2 .
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fля проверки совместности найдем ранги матрицы системы и расширенной
матрицы. В расширенной матрице меняем третий и первый столбцы местами,

умножаем первую строку на 3 и прибавляем ко второй, умножаем первую
строку на2и прибавляем к третьей, из второй строки вычитаем третью:

-з22
-89 7
00l

22 1

97 _> 0

9 8 0

21
l --+ -З
4-2

з1
l-з,) ,)Z-z

2

в- з
5

з2 2 1

1З l-+0
-25 4 0

r(A)=2; r(B) = 3, следовательно, система несовместна.

3аOачu dля самосmояmельноzо релцен uя.
1). Проверить совместность системы уравнений и

совместности решить её: а) по формулам Крамера, б)
способом, в) методом Гаусса,

Зх,+4хr-2х.=11 х,_2х, +3х_, =6
а) 2х,-х.,-х]=4 б) 2*,+3хr_4хr=2

Зхr-2х, *4х,, = ]1 3х, +х, _хз = 5

2). Проверить совместность системы уравнений и
совместности решить её: а) по формулам Крамера, б)
сгrособом, в) методом Гаусса.

з
8

8

в случае
матричным

в случае
матричным

х, +5хr-6х-,=-15
а) 3х, + х-, + 4х, = 13 б)

2х, -Зх, * х-, = Q

З). Проверить совместность
совместности решить её: а) гIо

способом, в) методом Гаусса.

5х, -х, -2х. =1

3,т, -4,т.*.т,=/
2х,+3х.-Зх. =4
системыуравненийивслучае

формулам Крамера, б) матричным

4хr-хr=-6
а) Зх, +2х. * 5х,, = -14

хr-3хr+4хr=-19

2хr+8х. -7х. = 0

б) 2х, - 5х, * бх,, = |

4х, +3х-,-хз=7

о

о

a

Тема: <<Решение задач на определение вероятности события с
использованием теорем сложения и умножения вероятностей).

Ф ормул bt кол,t б uн а m орuкu. .

Pn = пl. - фор*ула для вычисления числа перестановок, где

п|= |, 2. З.,,,, (п - 1). п ;

а) д:' = п(п - |)(п * 2). .lп - пt + \) ;

б) А: = Д'";;;rлы для вычислен ия числаразмещен ий, где п -/ rl 
@-m)l.

число
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всех элементов, m-число элементов в каждой комбинации, m 4 п
лп пl, 1л_л_ --L'",---фopмyлаДЛЯBЬIЧисЛеHияЧисЛaсoЧеTaHиЙ,m<п'' m|.(п - m)|

Вероятцостью события А называется отношение числа m исходо в,

благоприятствующих наступлению события А, к числу n всех исходов.

Р(А):а. По определению 0 < P(l) < 1.
п

Teopetиbt сложенuя u у.множенuя верояmносmей.
1. Вероятность появления одного из двух несовместных событий, равна

сумме вероятностеЙ этих событиЙ : Р(Д+ В) = Р(Д)+ Р(Д) .

2. Сумма вероятностей двух противоположных событий равна единице:
Р\Д)+ Р(l1=1.

З. Вероятность совместного появления двух независимых событий равна
произведению вероятностеЙ этих событиЙ: Р(ДВ) = Р(.4).Р(В) .

4. Вероятность появления хотя бы одного из двух совместных событий
равна сумме вероятностей этих событий без вероятности их
совместного появления: Р(А+ В) = Р(Д) + Р(В) - Р(А.В).

Пример 1.

Вычислить: С"] + ,,Ч,3о - ro.

Решение.
15! 6! l5.14.1з! 6.5.4.з| *l. 2, З, 1 : l 05+ |20-24:201+ 4|:

о

+
l3!(15_13)l (6_3)!

Пример 2.

Решить уравнени е: А|, = ЗOД|,_,

Решение.
п(п -l)(п -2)(п- 3)(п - 4) = 30(и - 2)(п -3)(и - 4)(ri - 5) ;

п' -п=ЗОп-150; пt=6; пz=25
Задача l.
Стрелок производит один выстрел в мишень, состоящую из центр€Lпьного
круга и двух концентрических колец. Вероятности попадания в круг и кольца
соответственно равны 0,2; 0,1 5; 0,1. Найти вероятность промаха.
Решение.
Пусть Дl;Дr;Дr-попадания в круг и кольца, события несовместны. Событие
А=дl+дr+lз-попадание в мишень, Р(д)=0,2+0,15+0,1 =0.45. Событие V-
промах (противоположное событию Д). Вероятность промаха:
Pli1= l - 0,45 = 0.55

Задача 2

,ЩВа стрелка для которых вероятности попадания в мишень соответственно
равны 0,7 и 0,8, производят по одному выстрелу. Определить вероятность
хотя бы одного попадания в мишень.

1з|.2| 3!

решение
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События попадания Д,и l,cooTBeTcTBeHHo первым и вторым стрелком
независимы и совместны. Вероятность попадания хотя бы одного
из них определится: Р(Д) = Р(Д,) + Р(Д,,) - Р(дlд.;:0,7*0,8-0,7,0,8:0,94

Задача3.
В группе 25 студентов, из них отлично учатся 5 человек, хорошо - 11,

удовлетворительно -6, слабо- 2. Преподаватель, не знакомый с группой,
вызывает по списку одного из студентов, найти вероятность того, что он
окажется или отличником, или хорошистом.

Решение
Вероятность того, что вызванный студент окажется отличником равна

Р(А,)=*=}. В.роrтность того, что он хорошист P(.]r) =:.Вероятность' I' 25 5 ' 25

того, что он либо отличник, либо хорошис т Р(А) = P(At) + Р(дr; = l * :, =У52525
Задача 4.
Найти вероятность того, что наудачу взятое двузначное число окажется
кратным либо 4, либо 5, либо и тому и другому одновременно. [0,4]

Задача 5

Три стрелка стреляют по мишени, вероятности попадания в цель для первого,
второго и третьего стрелков соответственно равны 0,75; 0,8; 0,9. Найти
вероятность того, что все они одновременно попадут в цель. [0,54]

Задача 6.

В ящике 12 деталей, из них 8 стандартных. Рабочий берёт наудачу одну за

лругой две детали. Найти вероятность того, что обе детали окажутся
стандартными. |0,4241

Тема: Щискретная случайная величина, закон её распределения.
Щисперсия, математическое ожидание.

Случайной называется величина, которая в результате опыта может
гIринять то или иное возможное значение, неизвестное заранее, но
обязательно одно. При многократном проведении опыта в неизменных

условиях в общем случае булут получены различные значения случайной
величины. Случайные величины делятся на прерывные (или дискретные) и
непрерывные.

luскреmной случайной велuчuной называют такую случайную
величину, множество возможных значений которой либо конечное, либо
счётное (число студентов, число пасмурных дней в году).

Закон распреdеленuя лискретной случайной величины - это
соответствие между значениями случайной величины и их вероятностями
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(закон распределения ДСВ- это функция, связывающая значения случайной
величины с соответствующими ей вероятностями). Задаётся в виде таблицы.

xl "Tl х) f,,,-l

Р, Pt Pz Pn-| Р,,

Понятие ,цаmемаmuческоzо ожudанuя u duсперсuu относятся к
числовым характеристикам случайной величины.

Маmемаmuческое ожudанuе дискретной случайной величины
находится как сумма произведений всех её возможных значений .r, на их

вероятносТи р,: М(Х) = XlPl * xzPz + ,..+ хпрп

Разность х-М(Х)называют отклонением случаЙноЙ величины от её

математического ожидания.
fluсперсuя- это мера рассеяния (отклонение от среднего) значений

случаЙноЙ величины относительно её математического ожидания.

luсперсuей D(X) дискретной случайной величины Х называется

математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от её

МаТеМаТИЧеСКОГО ОЖИДаНИ Я: D{X) = М (Х - М(Х))' .

Среdне кваdраmuчньl.м оmклоненuе.\4, случайной величины называется
величина, вычисляемая гIо формуле; о(Х) = D(X) .

Пример 1. Задан закон распределения дискретной с-пучайной величины Х

2

4

НаЙти М(Х) и D(X).
Решение. |) М(Х):х,, рl* хl, рl*хз, р.* х,, раi М(Х): 0,9

2) Вычислим отклонения и их квадраты.

xl l 0 1 2

х,- М(Х) - 1,9 -0,9 0,1 l ) l

(х,- М(Х))2 з,6l 0,8l 0,0l 1,21

п 0 2 0,1 0 , 3 0 , 4

0

х 1 0

Р, 0 2, 0 l, 0 аJ,

D(X):3,6l ,0,2+ 0,1.0,81+ 0,З.0,01+ 0,4.|,2l =1,29
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Пример 2. !искретная случайная величина задана законом распределения

xl 6,5 7 ) 2 8,4 9,1

Р, 0,2 0,3 0,4 0 l

НаЙти : М(Х): D(X); о(Х),

Пример 3. Найти М(Х) и D(X), если

Щемонстрацион ный ва риант экзаменационнOго билета

Экзаменационный билет Jф по математике.

1. Матрицы, виды матриц. Щействия над матрицами, Транспонированная
матрица, обратная матрица.

2. Задан закон распределения дискретной случайной величины Х. Найти
математическое ожидание, дисперсию, среднее квадратичное
отклонение.
х 6 10 lб 20 26 30

р 0,2 0 ) 2 0 ) l 0,3 0 l 0 , l

З. Найти частное решение дифференциального уравнения:
у' =1+ cosx. х = 7т,,у =0

xl a
-J -7 1 2

Р, 0 l 0,2 0 )
1J 0 ,4

Преподаватель







Тема: Вьtчuсленuе преdелов, Теоремы о преdелах.
1,1Ч" =сi(с-сопst)

2.Iimc/(x) = clim./(x) i

3.lim(/(x) !р(х) = |ц1./(х) 
t limrp(x);

a.lim(/(x) ,р(х)) = |ý./(х).lцпя(х) ;

f( r\ lim/(x)
5.1im,.--: =*ig _; если limp(x)*0.

,-о ср(х) |,gиtrl Т+а

6.Iim/(x)'',' = (lч/(x1;l"}'t'l .

" Замечательные пределы"

1.IimS'n"=1irn-J-=1;хэ0 х л-а 5|р у

rl
lim(l +])' = lim(l +х)' = е.
.тэт х ,rэ0

2

отработка техники вычисления пDелелов.

Вычислить пределы:
t .t 5х+2 5,4+2 ^l. llm_: _- Z-хэа)уа] 2.4+3

3 а а3

2. liл"' *2* - З' +2'З 
= зз;х+3 ]у_$ l

\
a r. J
J. llm-

хэа Jy _|l
Здесь предел знаменателя равен нулю, поэтому теорему о пределе частного
применить нельзя. Так как lчtЗ, -|2) = 0, то Зх-2 при х) 4 есть величина

бесконечно м€шая, а обратн ая ейвеличина .r .
Зх -|2

бесконечно большая. Поэтому, liц--i- = *.
х)4 зх -12

4. li- '' -=5'+ 6

х+з Зх'_9х
Здесь пределы числителя и знаменателя при Jr + 3 равны нулю, т.е. получили

неопределённость 9. oo"uno, из этого не следует, что данная функчия не
0

имеет предела. Разложим на множители числитель и знаменатель, чтобы
сократить дробь на общий множитель, стремящийся к нулю.
,. х'-5х+6 ,. (х-3)(х-2) ,, .r-2 З-2 l
llпl . _Iln,l-_llnl 

-=-=-.
х+з зх' _9х хэз зх(х _ 3) хэз ]у З,З 9

Jx+4-45. timrэl2 х _|2



q
0

Пр, х -+ 12 получим неопределённость умножим числитель и

знаменатель на сопряжённый числителю множите ль Jx + 4 + 4:

,,, J*+Ц-Ц,, (J"+4_+lc,G*++4)_
lrltt-- tltll_xэl2 х_|2 хэl2 (x-l2)(r/x+4 +4)

,. х+4-|6 ,, x-l2 .. l l
lllrr_ 

- 
llllt 

---:- 
_ llltl _ _ 

-.Х'|2 (x-l2)("./x +4 +4) х+|2(х- l2)(./, +4 +4) r-t2./x +4 +4 8

х+х]о. IIm.....-{лд.\+ф х, + lx,
Пределы числителя и знаменателя при х -> ао - бесконечно большие

0о

ЗНаМеНаТеЛЬ На НаиВЫСШУЮ СТеПеНь арryМеНТа, Т.е. Н€l х4.

.. х+х'
Ilп,l '. =хэа yJ а )уЧ

.. 3х+5/. llm-хэ0 2

l4. lim J-,хэе)уz 1"'

l 7. li* 'in 
4' 

;х+0 3х

20. lim(l * 1), 
,

JэФ х

ll
li.T*;=0*0=0JJф l л 0+2_+z

х
a

8.tim__-j -: 9.
хэ0 ý; +Зх"

-_2 .__ 1
l0. lim 

х +эх+L.'"';;:l x+l '

л/'-r-JT+r.

9х2

5х' + бхо '

cos .т - cos 3х

lim
х+0

l1.Iim(a_.1,,
T+l '|_; l-x

-_?
-:-; l3. lim
Vx+1-2 rэ0

l2. lim
,т+З 2х

15. limх'+х: 16. tin'(ll2"'- " ),хэ* 2х I+s'х'+2х 5x_l"

l8. ,,* 
sin2-2x

r+0 х'
l9. lim

хэ0 х
3

22. lim(l + 2")1 : 2З. lim( " )'.л+0' х-Б'у.r-|'

Тема: (Производная и её приложение>).
О с н о вн bt g пр авt l"л а duф ф ер е нцuро в анuя.

(U+V-W)':U'*V'-W' _- производная алгебраической суммы функrrий.

(UV;':Ц'V+V'U_ - производная произведения

U
l/

- производная частного.
'1 

_ u,V -l/,(J
| - ,,')у

Фоомvльt нLluрованuя,

)



1

2

aJ

4

5

6

7

8

(С)'= 0

(х)'= l

(xn)' = пхп-'

(е'' )'= е'

(а')'= ar lпа

9. (sin х)'= g951

l0. (cosx)'= -sin х
l

l l. 1lgт;'= _-:,
cos- х

l
12. (ctgx1'=- : ;

Sln' Jr

l
------_
2лlх

(лБ)'=

1 3. (arcsin х)'=

l4. 1arccosx)'= -

l

Jt-"'
l

Jl- "'
(lnx1'= l

х

(log,x)'= l
х lпа

(arctgx1'=#15

l6. @rcctgx)'
l

=_-.)l+x-

Найmu проuзвоdн ые слеdуюъцuх функцuй :

l. у = "l;,соs,r
о у'= (Ji,cosx)'= 1.rfi)'cosx + (cosx)'r/i =

2

о

з, -4v-_-/ -\х-

,,= r'' =*l\х )

l

2лlх
cosx - sin xJi

(3' - 4),,х-] - (r-') .(3' _ 4) 3'lпзх-] + зх-а .(3' _ 4)
-6- -]_ ](х ')' .т

з

о

у=lgх-Jц*"'-lоgо"

Про uз во d н ы е слохtс н blx фу н кцu й.

Функцuя у = .f (U), zde U = ,f(x) , нQзываеmся сложноЙ функцuеЙ,
U - про,м е жу mочн ьtй ар еу.uе н m.

Проuзвоdная сложной функццц у'- _f'(u),U'(x)

Найти производные следующих функций:
|.у=(х2-6х+4)'.
о у'=7(х' -6х+4)6.(r' -6х+4)'= 7("' -6х+4)6,(2х -6)

l. y = cos(Sx'-4).
о у'= -sin(Sx] - 4) . (5хз - 4)'= -sin(5x3 - 4) . l5x2 .

2 у х'-2х



о , (r' - 2х)' _1) : 

--

- 
2лlхз - 2х

l]15х -,
;-_Z1 х - ,!.х

3. _у = lnsinx.
( sin х)' cos х

О ) = . =--;-=LrБ,t.
Sln х Sln.T

4, у=4Б,
о у,=4Л ln4.(Ji),= 4Л ln4 +

Ге омеmр uчес кu й смы сл про ш во d но й._

dной сосmоum в

чuсленно Dавна mанzенсч чела наldцона (vzловомч коэффuuuенmч)
кQсаmельной. провеdённой к йvнкuuч в dанной mочке.

у'= k = |gа

Уравнение касательной: у - уо = k(х - хо) .

l
Уравнение нормЕIJIи: у- уо = -7tx-xo).

Пример. Составить уравнение касательной и нормали, проведённых к
графику функчии:
l. у=х2- 4хвточкеIо=3.
Решение.
НаЙДёМ уо| .yn(3) = З' _ 4.3 = _3. Угловой коэффичиент равен первой

производной, вычисленной в данной точке хо=3| k=(х'-4х;'=2х-4;
fr(3) = 2,3 - 4 = 2. Тогда уравнения касательной и нормали булут иметь вид:

у +3 =2(х-3) -уравнение касательноЙ.
l

у + 3 = -i(r - 3) -уравнение нормаJIи.-2
2. у =lnx вточке хо =l ; З. у =З' вточке хо =0.

ПоряOок uсслеdовонuя функцuu на эксmремул| с помоu4ью первой
проuзвоdной.

l. Найти область определения функшии.
2. Найти первую производную
3. НаЙти критические точки функчии у = .f (х), т.е. точки, в которых ,/'(х)

обращается в нуль или не существует.
4. Исследовать знак производной ./'(х) в промежутках, на которые

критические точки делят область определения функции ,f (х). Если при
переходе через критическую точку, знак производной /'(х) поменялся с "-



'l на ll+l' 
, то в этой точке минимум; если с l|+il на "-" , то максимум. Если

при переходе через критическую точку знак производной ./'(х) не

изменился, то экстремума в данной точке нет.
. Вычислить значения функции в точках экстремума.
Найти экстремумы функций:

?л).у-х,-3х'.
D(y):xeR.
!'=Зх2 -6х.
у'=0;3х(х-2)=0, х=0 и х=2 -критическиеточки.
Определим знак ,f'(x) в полученных промежутках:

В точке х = 0 максимум, в точке х = 2 минимум

у",о, (0) = O;.y.in (2) = -4

5

1

a

о

a

о

о

2. у=2хо -х;
3. у =2хз -Зх2 -l2x+8.
НахонсOенuе uнmервалов вьlпумосmu u воzнуmосmu zрафuка функцuu,
mочек переzuба.
1. Найти область определения функции.
2. НаЙти вторую производную ,/"(х).
3. Найти критические точки второго рода.
4. Исследовать знак второй производной в промежутках, на которые делят

критические точки второго рода область определения функции f(x). Если
производная ./'(х) отрицательна, то график функчии на этом промежутке
выпуклый, если производная /'(х) положительна, то - вогнутыЙ. Если при
переходе через критическую точку знак второй производной поменялся,
то она является точкой перегиба графика.

5. Вычислить значения функчии в точках перегиба.

Цайти точки перегиба.
l. у=6х2-х3
о D(у):хеЛ;
о у'=l2x-3х2: у"=12-бх.
. у"=0; 12-6x=0; х=2.
a

х = 2- точка перегиба.
с у(2)=16.

л11Z. |,= --х- -х.
J

3. у=ха -х2



Задачи для самостоятельного решения.

l. Найти первую производную]

у =lgl7x; у =Jb-t(r' *В); у
Ji +z
6+х

2. Составить уравнение касательной к графику функчии у = lп(5 +.'r) в

ТОЧКе хо = 2.

3. Вычислить приближённо с помощью дифференциа-па| у = х' l;x 
= 1,021,

4. Найти точки перегиба графика функuии у=3х5 -5х] +l.
5. Найти угловой коэффичиент касательной, проведённой к графику
, 4х-х'
функчии у- 4 вточке хо=-2.

6. Исследовать и построить график функuии у = хЗ +2х+4,

Функцuu несколькuж переменньlх. Часmные проuзвоdные u полньtй
duфференцuOJl.

Переменная величина z называется функuией двух переменных х и у ,

если каждой паре допустимых значений хи у соответствует единственное
значение z (аналогично определяется функция l? переменных).

Функции двух переменных обозначают z = f (x;y);z = F(x;y); и т.п.

Частной производной функuии z = f (х;у) по переменной .rнЕвывается

производная этоЙ функции при постоянном значении переменноЙ у; она
az

ОOОЗНаЧаеТСЯ 
- 

ИЛИ z,.
0х

ЧастноЙ производноЙ функшии : = ./'(х,,у) по переменноЙ у нZlзывоется

производная по у при постоянном значении переменной .r; она обозначается
0z

-илиz0у

функчии

,}

Частная производная
переменной определяется
соответствующей переменной
считаются постоянными.

как
при

нескольких
производная

условии, что

переменных по одной
этой функчии по

ост€UIьные переменные

Полным дифференциаJIом фуппц""

х;у) называется выражение а, = lar *!0хф
ТоЧке М (r;у), а dx= Ar; cJy = Ьу.

z = f(x;y) в некоторой точке М (

Найти частные производные:
1. z = х' +2ху) +Зуз

dy вычисляются в



Решение.
Находим частную производную
0z ^2 ^2:- =3х' +2у". Находим частную
ох 

л-
ЗНаЧении х : Y1 = 4x:r,+9t,2.

ф
л х'-у'
/ 7:' х'+у2

ПО х ПРИ ПОСТОЯННОМ ЗНаЧеНИИ у

ПРОИЗВОДНУЮ ПО у ПРИ ПОСТОЯННОМ

3х

З. Вычислить значение частной производной функuии z =:_! в
х+у

точке М (-2;З).

4. Вычислить полный дифференциЕLп функчии z = х' -2"'у'+.у] в точке
IvI(1; 2).

5. Найти частные производные: а) z = х3 - 3"'у + 4х'у' - у' ; б) L- )

у

, у-3х -]
в) z= +; г) у =е'', д) z =ln(2x-y).' х+4у

6. Вычислить значения частных производных в заданных точках
, х-2у lt /л l\ z\ ул) z=''') вточкеМ(2; -l); б) :=L+x вточке M(l; -2);

х+ у х
fr

в) z=e) вточкеМ(l;1); г) z=ln(x2+y2) вточкеМ(2;-2).

7. Вычислить полные лифференциалы функчий в заданных точках:

4) z= У В ТОЧКе М (2; -1); б) z=sin(x2 +2у) при х =1;y=2;clx=0,1;cly=0,2,х+у
х

В) z = g7l' ПрИ х =2;у = |;dx = 0,2;dy= 0,1 i

г) : = ln(2x+y) в точке М (l; 0).



Тема: Неопределённый и определённый интегралы, методы
вычисления.

Приложения опрелелённого интеграла.

Табд]лца uнmеzралов.

,. i
2.I

dx=x+C|,
n+l

xndx= 
J-+ с.п+_l;
п+|

Щ=гr'х+С;
х

Гсоsхсfo=siпх+С'
J

Isinxcix=-cosx+C;
J

|з+ = Ех+с :J cos'х
rdхl+=-clgx+C,J Sln'х

гdх
r_ = arcsinx+C

1il-x

J J

6.

7.

8.

9.

l0.

з.J

4. te'dx=e'+Ci
_х

5. lа'dх= u +С'-' J' -"" lпа .-'

п !# = arclgx +с ,

В bt ч uслен uе н ео пр ed елён н blx uн mеzр a"rlo в.

Jt+r' + зх2 - 2х -8)сh .1. Найти

Решение.

2. Найти: I
Решение.

I
З+2х-х2

х

sin 2х
i dx

cos х

4з2

Jt+"' +зх2 -2х -8)dx = l4x'dx + lз"'ь - lz"ar-Jr* = 4.L-r.} -, Ъ-8х+ 
с:

хо+х'-х'-8х+С.
З+2х-

1а" *
х

Щ*Z
х

rJх -I?*-!i*=rsI
,2

xdx: 3ln х + 2х -:- + С
2

3 . Найти: t{Zn' - 3 cos х)сiх .

Решение.

[{Zr' - 3cosx)dx: 2l е" ctx- 3Jcosxcix = 2е' -3sinx + С

х

4. Найти

Решение.
sin 2х

-ах 

-
cos х

2sinxcosx
I I cos Jr

dx=2 I sinxcfr=-2cosx+C.



меmоd поdсmановкu.

l. Найти I
2tхах

7+4

Решение.

Пусть хЗ + 4= l, откуда Зх?сlх = cll и x'dx =!!.Тоrдч
3

I =iti= f rn|,I+ с = ltnl",+ а|+ с

i

х'dx
} +4

dt
;
Jl
4 х2. Найти

Решение.

4. Найти

Решение.

Stn cosxdx

Пусть sinx = /, тогда cosxdx = dt

J sina xck = J tocil =L*C= !sin' х+с.
5 5

9e'dx3. Найти i (5-er
Решение

Пусть 5- е' =/, откуда - e'dx = rfi . Тогда

J#b = -э!# = -.9,'t 'dl =:1-2 + с =2rtr_ e,)-r + с.

7 siп!хсJх .

9J

Пусть 
f," =, , откуда 

f,U" 
= clt , clx =}О,. Тогда

7 , __
/ Sln -.ralх - /

9I Jsinl. }О, 
=9Jsin tclt = -9cosl + С = -9cosix+C.

В bt ч uсцен uе о преdаtённоzо uнmеzршло.

Формула Ньютона-Лейбница: | 71"1а" = Д(r)l1 = Д(Ь) - F(а).

l. Вычислить: 5ха +6

Решение
222

JtSr' +6)dx = 5l*od"+6ldx = х'
000

2. Вычисли rr,'| oir, 
.

{l+x'
Решение

(

2

J
0

)dx

2

=25 -6.2=20.
0

', ца" l

I#: 4arcryx||o = 4(arctg|- arclgl) - oq- 0) = z.



3. Вычислить 3
-stn xrlx
4

3
stnxc/x = --

4

п
т
J

J
п
т

Решение.

J. .Т
Г]siпrdr: i ГJ"4 4J"
iт

l;
cos,rl j =|л

1

3п7т3--(cos--cos-)=-4, з 4, 4

1

1. Вычислить:

Решение.
cltПусть x'-l=/, тогда 2xdx=dl , откуда xdx Найдём новые пределы

Вьtч uслен uе опреdапённоzо uнmеzрuла меmоdом поdсmановкu.

I
2

ц бхсlхl-

{ (r' - t)'

2

ИНТеГРИРОВания: ln = О2 -| = -|,,l" =

dt
)'

'_ 
з

l-

4
] ]

-4

It
_l

xdxcoS

l2

l/
/2

J
бхrJх i

G{'t': uJ, 2 3
_) , л _I-cJl 

= -3l
4--3(-J+l)=l.

2
lл\,l L

_ l)

]-1
_|

2. Вычислить

0

I

I
0

п
i
J
п
1

хSln 2

Решение.
Пусть sinx = /, тогда cosxdx = d . НаЙдём новые пределы интегрирования:

.Е 7т л/,=Sln-=l:/.=Sln-="242
лл

cos хс/х ', at ',tr:|?= [г,аt__,-,|

п
;
I
1

л
2 __(

t
I

I

3 Вычислить : le'*'clx.
0

Решение.
Пусть х * l = /i тогда dx = dt. НаЙдём новые пределы интегрирования
|n=0+l=l;/"=l+l=2.

''|',
е'rJl =

2

J
I

T+l rеuх )=е -е



Пр tшосrcен uя о преdелённоzо uнmеzрu|а.

l. Пчть. пройденный точкой
Путь, пройденный точкой за промежуток времени l| < l < 12 вычисляется по

Il

формуле S = t .S{t)at, где /(l) -скорость при прямолинейном движении.
lI

2. Работа переменной силы.
Если переменнаrI сила Д = Д(х) действует в направлении оси ОХ , то работа

ь

силы на отрезке а<х <Ь вычисляется по формуле; А=tГ1"1а"

3. ь инеинои
Площадь криволинейной трапеции,

ограниченной линиями
у= f(x);x=a,x=b;y=0

h

вычисляется по формуле S = J./{r)rlr.

4. Объём тела вращения.

Объём тела, образованного вращением
криволинейной трапеции вокруг
оси ОХ, вычисляется по формуле

Задачи для самостоятельного решения.

cos хсlх
rll , '
! Sln -Y

rP -1а"

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями:
у = хЗ;х = -l;x =2;у = О.

З. Найти путь, пройденный телом от начсIJIа движения до остановки,
если его скорость вычисляется по формуле у = бt -2t2 (м/с).

4. Вычислить:

х2+2 ,_ dx
.,/lп х - ;

J

л1

J,V=T
h

I
(х)dx

1. Вычислить интегр€lлы:

Itr' - 2)2 хrlх; I
]

J.Б

а. 
J {Зх' - cjsx + \)ctx; б. 

J 
cos 3 xdx ; в. tт !х

clx ; г. [" 
,r" ах; д. l



е. i т,
sintdt

(2cosl + 3)

4lхах
ffiж

г Зdхl-. 2l - ] 
' 

J'J )Stn'х J Jiи l{x+)
лI-
Jr/ х

dx.

Тема: ((Решение дифференциальных уравнений>>

flифференци€IJIьным уравнением называется уравнение, связывающее
между собоЙ независимую переменную х, искомую функчию у и её

производную (или лифференциаJI).
Щифференци€шьное уравнение называется обыкновенным, если

входящие в него функчии зависят от одного аргумента.
Порядком лифференциального уравнения называется порядок высшей

производной, входящей в него.
Функция, обращающая лифференциаJIьное уравнение в верное

тождество, называется решением данного уравнения.
Общим решением дифференциаJIьного уравнения называется такое

решение, в которое входит столько независимых произвольных постоянных,
каков порядок уравнения. Так, уравнение первого порядка содержит одну
произвольную постоянную.

Частным решением лифференциального уравнения называется

решение, полученное из общего при различных числовых значениях
произвольных постоянных. Нахождение частного решения по начальным

условиям называется решением задачи Коши.

Дuфферен цuulьньIе ypaBltet uя первоzо поряdка с ршdеляюлцлLмuся
переменньlмu.

ЩифференцищIьным уравнением первого порядка с разделяющимися

переменными называется уравнение вида ff = FrOrrrl . Для его решения

сначшIа необходимо разделить переменные, а затем обе части уравнения
проинтегрировать.

Найти общее решение дифференциаJIьных уравнений:
l. хуу'= l +xr.

Решение.

xyy,=l + х2; замеНИМ У'= *,
получим

_ l+x2ydr,=' ' " clx. Проинтегрируем полученное уравнение
х

!йу=!**=!++[хdх.
дифференциаJIьного уравнения

2. (+y)dx-(l -x)dy=Q.

ry+= l + х2. После разделения переменных,
dх

Zl=rn|"| -+-с-общее решение



Решение.

(1+ y)dx - (1- x)dy = 0. После разделения переменных, получим: ety

|+ у
dx

Проинтегрируем это уравнение |Д- = r+, откуда h|r + у| = lnll + х|+ ln|c|.Jl+y Jl+x

Здесь произвольную постоянную улобнее представить ln|с| . l + у = (l + х)с -

общее решение дифференциаJIьного уравнения.
3. (t + 

"')r]у - лf ydx = О.

Решение.

(l + х2 )cty - J-ycrx= 0, После разделения переменных, ПоЛУЧИМ ' y-Iay = #
Общее решение уравнения имеет вид 2.J' = arclgx + с .

4. (l+ x'ly'-2xy=g.
Решение.

l+x

(| + х2)у'-2ху = О; (l * r\*-2xy = g; 2xcJx

(х + l)rciy - (у -2)2 dx = О;

lll
у-2 x+l с

cty = d*

(у- 2)' (х+1)2'

решение. Найдём

После интегрирования

- (у -2)-' = -(х + 1)-l - с-' ;

получим: rn|/ = lnlt + х'|+ ln|c|. общее решение данного уравнения имеет вид

y=(x2+l)c.

5. е' (l + x'lcly - 2х(1 + d')clx = 0,

Решение.

е' (l + x2)dy -2х(|+ eY)clx = О. Разделим переменные: IЧ = ?"&r. Послеl+e} |+х'
интегрирования получим: ln|t + er'| = tn|r + х'|+ ln|c|. Общее решение

дифференциЕtльного уравнения имеет вид: 1+ е} = (l + х2)с.

Найти частное решение дифференциальных уравнений:
l. у2 + х2 у'- 0; _y(-l) = l .

Решение.

у2 + х2 у'- 0;
dy dx После интегрирования получим:cty

dx
22у +х 0

2

у х

у-| = -х-|+ с (общее решение). Найдём значение произвольной постоянной
при заданных начальных условиях и подставим его в общее решение:
с = 0; у-' = -х ' , ИЛИ у = -х -частное решение.

2. (х + l)3dy - (у -2)2 dx = О , .у(0) = 4.

Решение.

-общее значение произвольной

dy



постоянной и подставим его в общее решение: с = -2;

частное решение лифференци€шьного уравнения.

3. (Л+1).Л . у,-у =о; .y(l) = l.
Решение.

(л*l) J;,y,_y=0; (Л* t а*-у=0; l[, *rh,
у

dx
-, х

ll.
у-2 x+l

cty _dU , , dZ,
-r 

-(,dx dx dx

dy dxy'dy+ После интегрирования получим общее решение:
ух

2.Jr+rn|/=hl.rl+c. Подставив наччшьные условия, найдём с=2.

2.Jy +tп|л| = tn|"|+2 - частное решение.

Лuнейньtе duфференцuальньIе уровненuя первоzо поряdка.

Уравнения вида ff+ f{Лl+p(x)=Q, где .f(x) и qr(х)функции от х )

нuLзываются линейными дифференциальными уравнениями первого порядка.
В частном случае "f(х)и q(х) могут быть постоянными величинами. Это

уравнение приводится к уравнению с разделяющимися переменными с
помощью подстановки у - UZ , где U и Z HoBble функчии от х.

Найти общее решение дифференциальных уравнений

.dч2чl. -{---'/. 
=(.T+l)].dx x+l

Решение.

+ - 2= (х + l)] - это линейное дифференци€lJIьное уравнение первого
с]х x+l

порядка, * *- 
(х + l)' = 0; здесь ,f(x) = *; ср(х)= -(х + l)3. Сделаем

ЗаМеНУ у = UZ и пролифференцируем у'= Z'(J +(/'Z ,

подставим выражение для уи * 
в данное уравнение, получим:

Ч, *Чч _ЦZ= (х * l)]; сгруппируем Чч * z(!Y_ _1Ч-] = (х * l)' . олну из
dx dx x+l lJ cJx \r/х x+l)

вспомогательных функчий U илиZ можно выбирать произвольно; в данном
уравнении функrrию U можно найти из частного решения

ДИффеРенциЕLльного уравнения +_ 2U, 
= 0 ( ищем одно из частныхdx x+l

решений). !#= !#, (J = (x+l)2, (с = 0)., получим: (, *r)'#= (x+l|;

dZ

- 
з ;1l,

rJх



_ (х+ l)'
2

+ С .Зная U иZ, получим общее решение| у = UZ = (x + l)2
(x+t)' , _

-TL

2

2. у'-у .cl$x = sin х .

Решение.

У'-у, clý = sin х ,

Решение.

Сделаем замену у=ГJZ
dy clu - ,lZ ,,
-=-Z+-LJdx dx rlх

dy _ctU , , dZ,,.
T-U .dx dx dx

!У*2х(] =0i
dx

и

udZ * z!!-LJzctsx= sin.T : (JlL* z(!!_u.,*)dx dx dx (r/х " )
= sinx. Для нахождения U

выберем частное решение уравнения +-Uctgx=g при С=0| (J=sinx;
dх

.dZsinx::1 =sinx; dZ=dx; Z=x+Ci у =sinx(x+C).
dx

a l л n 2 -l2J. y+zxy = ZX €

Решение.

у'+2ху=2х2е-х2. сделаем

Чч *Чz +2xUZ =2х2е-' ,dx dx

+ = -2xdx: h|U| - -х' ;UI

ЗаМеНУ у = UZ и

lZu *
dx

dU *2"(J
dx

= 2х'е-" ,,(

-.2 dZ "]LJ =е-^ i Б.е-, = 2х=е ", Z =]х'+('; у =e--"[ir'-a)

4. cosxdy +ysin xdx = dx;y = l;x = 0. Найти частное решение лифференциального

уравнения.(разделить на cosxdx ).

Неполньtе duфферен цuаJlьные уравненuя Bmopozo поряdко.

Общий вид дифференциального уравнения
cl2 ч dv:-+ = "f 

(х;у;?). Общее решение дифференциальногоdx' dx
порядка содержит две постоянные.

второго

уравнения

порядка

второго

Найти общее решение лифференци€uIьных уравнений второго порядка
, d2чl. #=slnx.

#=sinx. Сделаем замену ff=r, *(*)=sinx; #=sinx] dZ=sinxdx;

Z = _cosx +Cl; Ч = _"оr" +С,; dy= (-cosx +С,Рх] у = -sinx+C,x+Cr.
ах



Найти частное решение лифференциальных уравнений:

l. Ui', 
= rr*, ), = 2;х = о,Ч= 20.

dx' dх
Решение.

d'! =rrr, dY

dx' ctx

{zo=c.O+C,
2=2.0+С,.0+С,

= Z i + =l2xi Z = бх2 +C,i у =2х3 +С,х+Сr;
()х

С, =2Q;(, =). у =2х3 +20х+2.

a
J

dy

dx
(у="'+ах-10)8

Задачи для самостоятельногр решения.

1) 1l+ x)yc]x+(l - у)с]у=O;х= у=|; 2) x2dy_y'clx=0; З) у' -_l,, = у=|;ху

t2ах
zlL: u=1,, =g."Ц=1. Iu=lr,,*t)dx' 2 dx (" 2 )

d'y

4) 
"у'= 

х4 - l;

7) х3у' = уЗ,

l-

.,, ,l' у dy лЭ) + =х;х = у=-:-- 2"dx
8) Zy' -l+x2]x=O;y=l;

у=2,х=2|
d'y

l2ах

ldy
dxх+2

6) ("' +|)cty = xyclxix = лl3;у = 2;

D +- х=З',
dх

Ю) #=6x-.4;x=Zrr=5,* 6

l, Маmрuцьt, Budbt лnаmрuц.

Прямоугольной матрицей порядка mхп называется таблица из mпчисел
а||а|2,..а|п

а2|а22,,,а2п
с /истроками, пстолбцами. Сокращённо обозначают Д=(о),"

O,,r|O12"'On n

Числа 4,/ называются элементами матрицы А; i;7 -индексы элемента a,J)

определяющие положение элемента в таблице: i -HoМep строки, /-номер
столбца, на пересечении которых находитсяа,,. Если m=п, то матрица

называется квадратной, а число п называется порядком матрицы.
Совокупность элементов atl.Qlэ,,.,сl,,,, образует главную диагональ матрицы,

а элементы a\n,o?l, 1,1.,,,о0,,l-побочную диагональ.

Тема: Элементы линейной алгебры.

2.



Нулевой матрицей называют матрицу все элементы, которой равны нулю.

Особую роль на множестве квадратных N{атриц играет единичная
матрица Е, все элементы которой, кроме элементов главной диагонали,
равны нулю, а на главной диагонаJIи стоят единицы:

Е--

0 0 0... 1

0

0

0

l00
0l0
001

Квадратная матрица В, под главной
называется верхнетреугольной;
нижнетреугольная матрица.

диагонаJIью которой стоят нули,
соответственно определяется

цр|2",цп
0. .ьr, . ..ьr,,

с,,0.....0

с rrс-,,,,.0в- - верхнетреугольная, а матрица С

0,,0....4,, с ,|с 
^2,",с 

,n

нижнетреугольная .

Симметричной называется квадратная матрица А- \о),, у которой

элементы, симметричные относительно главной диагона-пи, равны
э+

au = Q,i = a,,(i =|,п;.j =|,п). Частным случаем прямоугольной матрицы являются

вектор-строка и вектор столбец. Так, вектор / = 1З.O,t,2) с R' является

матрицей порядка lx4, а вектор а е R5, а = - матрица порядка 5xl
э

2

l

0

J

2. Дейсmвuя наd.uаmрuL!амu,

На множестве матриц определены следующие операции.
Сложение. СуммоЙ двух матриц Д = (a,,),,n и В = (Ьr),,,, одного порядка

называется матрица С = (c,,),,n того же порядка, С:А*В, элементы которой

cu = ou + bu (i = 1,2,...,m,, j = 1,2,,,,,п) ,

Из определения следует, что А*В:В+А (коммутативность слолtения) и
А+(В+С):(А+В)+С (ассочиативность операции сложения).



Умножение на число. Произведением матрицы Д = (a,,),,n на число 1

называется матрица С = (C,,),.n, где с,/ = hч ( для всех i,/ ).
Отсюда следует, что общий множитель всех элементов матрицы можно
вынести за знак матрицы:

24-8 12-4
А: :2

6 0-4 -з 0 -2

Операция умножения матрицы на число обладает свойствами: а)

@ + В)Д = аД + FД; 6) а(Д + В) = аД + аВ, где а;O-числа.
Транспонирование матрицы. Пусть матрица А порядкаЗх4

l
А: -2-

5

ll
11

55

l
-2
5

Составим новую матрицу Д' по правилу: первую строку матриuы А
запишем в первый столбец матрицыl', вторую строку А - во второй
столбецl', третью строку А - в третий столбецl', тогда

1-25
Д' : | -2 5 порядок l' равен 4х3.

1-2 5

1-25
Такая операция, называется транспонированием матрицы А.

Транспонированную матрицу булем обозначать Д'или Д' . Таким образом,
матрица tr':(a'u) порядка пхm называется транспонированноЙ к матрице А:
(а, ) порядка mх п ,, если Qч = Q',, для всех i,7 .

Для квадратной матрицы операция транспонирования равносильна
отражению элементов относительно главной диагон€ши. Очевидно, для
симметричноЙ матрицы Д= Д' .

Уп4ножение матриц. а). Произведение матрицы на вектор.

Пусть матрица д имеет порядок и х r, и вектор i с R" :

а,||а|1,.,а||1

а2|а ))..,а2п

JI

А-
х1J

'Y:,".

ап|аm2.,.апп хп

Произведение ,а ] есть вектор i . R"'

а||а11...а|п

а2|а22,,.аlпl-

о ,|о nr2'"а n n

(r, )
l""Ill:
["" J [l]



!ля ул,lноженuя ,uаmрuцьt А на векmор ; чuсло сmолбцов лlаmрuцы

(чuсло п) dолжно совпаdаmь с чuслол,l коорduнаm векmора },а поrоrй

преобразованньtй векmор i : О} u,цlееm сmолько коорduнаm, сколько
сmрок у маmрuцьt А, m,е. m.

Пример. Найти произведение матрицы А на u.*rop i
1-1 0 4

А-

Решение

021
ll0
-l 01

J 2

4

Заметим, что

Результатом l
х

х

€ Л', а строки матрицы А - тоже трёхмерные векторы.
э

булет вектор у.
1-1 0 У,

Yz

Уз

ч,

2

-4

10
0l

0 21 4
э

дх:у; 
'

l

1

где

yl=(al,x):(1,-1,0) -- 4-2+0--2; уэ: (a,x): (0,2, 1) : 0+4-4:0.
э 4)

2|
-4)

4

2

-4

уз=(аз,х)=(1,1,0)

а|lа|2..,а|п

аl|аlr,..аlп

э
4+2+g: 6, !ц = (ац,х) = (-1,0,1) : -4+0-4: -8.

(ц \

[:.j
Итак, у:(2;0; 6; -8)

б) Умножение квадратных матриц (одного порядка).

Проuзвеdенuем Д х В называеmся кваdраmная .маmрuца С mоео же
поряdка п:

b||bP.,.b|n

ь2|ь.2...ь, n

с|рр",с|п

с 2р 22",с 2пд,В =

О nla пэ ,. ,Q nn bn|bn2.,,bnn

=С=

с п|с п2...с пп

[1.]



!ля получения элемента с,, необходимо

Ьr.,

а,rЬr, + o,zbr, * .,. + a,nbn,;(i; j = |,2..,п)

Важнейшей характеристикой матрицы является максимzшьное число её

линейно независимых строк (оно равно максималпьному числу линейно
независимых столбшов). Это обшее число называется рангом матрицы А.
Таким образом, r(l) -ранг матрицы А (rапgД ) совпадает с рангом системы
векторов-строк (векторов-столбчов).

Цэцпцер Определить ранг матрицы А: J

Первая и вторая строки матрицы линейно независимы, т,к. векторы
+э
а, = (|,-|,2) и а, = (0,2,-3) не коллинеарны (их координаты не

пропорциональны), третья строка матрицы является суммой второй и

удвоенной первой: i = 12,0,t1 ; i, = 2i,* i, . Вектор ;, линейная
JэJээ

комбинация векторов а| и о), троЙка векторов ol, 0z, а\ линеЙно

зависима. Максимальное число линейно независимых строк матрицы А
РаВНО ДВУМ, РаНГ r(A)=2.

u ьеео

Важной характеристикой квадратной матрицы А порядка rz является её
определитель.

Пусть ,ч =(О"О") -квадратная матрица второго порядка.
|оr,оr, )

Определитель матрицы А- чuсло, коmорой сmавumся в сооmвеmсmвuе
,цаmрuце А u вьtчuсляеmся по правtъ,lу: det l = allazz - azlatэ,

-/ \
Cu - ( a,,|r0,2r...rO,n )

bri

Ь,,

3. Ранz цQmрцl4ц,

1 -l 2

02
2 0l

обозначение: det l =|о"о"|
lQr,аrrl
l -l --|

Порядок определителя совпадает с порядком матрицы

а||а|2ав

аl |а22а2з

аrrазlОзз

Рассмотрим квадратную матрицу третьего порядка l =



Её опрелелитель есть число, вычисленное по правилу:
| 
а,.а,r| lоr,оrrl lоr,оrrldetl : аrrl " "|-аrrl '' "|*о,,,l '' "|

|а зzа зз l la, ,азз l l 
а, ,аз, l

Минором определителя М,, называеmся опреdелumел ь, сосmавленньtй

uз ezo элелпенmов без пересmановок. пуmём вьlчеркuванuя i -оЙ сmрокu u j -zo

сmолбца опреdелumеля.

Алгебраическим дополнением Дч назьtваеmся JvlиHopl взяmьtй со с BouJvl

знаком, m,е, Д,, = (-|)'*t , М,,.

Определителем матрицы А п-го порядка называется число, полученное

разложением по i -оЙ строке: det Д = а,rА,, * о,lД,r + .,.+ a,nA,, .

Квадратная матрица называется невырожденной, если её определитель
отличен от нуля' 

OcHoBHbte свойсmва опреdелumелей,

1. При умножении всех элементов некоторой строки (столбча) на число
определитель исходной матрицы умножается на это число.

2. Если все элементы какой-либо строки (столбча) равны нулю, то и
определитель равен нулю.

3. Пр" перестановке местами двух строк (столбчов) определитель
меняет знак на противоположный.

4. Если две строки (столбuа) равны или пропорциональны, то
определитель равен нулю.

5. Определитель не меняется при транспонировании матрицы (при
замене строк столбчами).

6. Величина определителя не изменится1 если к элементам какой-либо
строки (столбца) прибавить соответствующие элементы другой,
умноженные на некоторое число (элементарное преобразование Гаусса).

7. Определитель произведения двух матриц равен произведению
определителеЙ этих матриц det(l .В) = det l .det.B .

Замечание l. При элементарных преобразованиях Гаусса
определитель матрицы может только изменить знак. Поэтому }добно считать
определитель матрицы, предварительно приведя её к ступенчатому виду.

Замечанпе 2. Преобразования Гаусса сводит квадратную матрицу к
верхнетреугольному виду, определитель которой равен произведению
диагонаJIьных элементов. Такой определитель булет отличен от нуля, если
ВСе ДИаГОНаJ]ЬНЫе ЭЛеМеНТЫ УГЛОВЫе,Т.е, r(A) = r, Г!е /?- ПОРЯДОК МаТРИЦЫ.

Замечание 3. Если ранг А равен её порядку, то строки матрицы
линейно независимы. Таким образом, равенство нулю определителя есть
признак линейной зависимости строк матрицы.



5. Обраmная Jиаmрuца

Определение, вычисление обратной матрицы.
матрица В называеmся обраmной к матрице д, если выполняются

условия А.В = В.А = Е.
Обратную матрицу к l обозначают l-|.
Ответим на вопрос: любая ли матрица имеет обратную и как вычислить

Д-l , если она существует?
Теорема. Маmрuца Д llшeem обраmную Д-| mоzdа u mолько mоеdа,

коzdа Д - невьtрожdенная, m,е. detl * 0.

Т.к. д.д-| =Д, то det(l .д-')=detl.det1-l =detД=l и, если существует
Д-l, то det1-1 * 0;det Д + О.

Обратная матрица вычисляется по формуле Л-' = |-. ,Ч' .

de| А
Пример. Даны две матрицы:

-4 0l
А- 2-1 3 В:

3 22
Найти: Д'' ,, Д , О-t r Д-| , Д

обратная матрица l-| матрицы l имеет вид
А||А.|А,2

А-' = l- А|2А22А12
det д lz

А|зА2зАзз

-4 0l
dеtД : 2 -1 З :39 *0, т.е. матрица,4 - невырожденная,и,

з 22
значит, существует обратная матрица.
После вычисления алгебраических дополнений, находим

l2-3
2 01
2l з

, ГДе

А-, = J-

-8 2l
5 -ll 14

784

2

39

-ll
з9

8

з9

100
l 0 -Е

39

1

з9
|4

39
4

з9

_8

з9
5

з9
7

з9

-8 2 |-4 0 1

lз
з9 39
5 -ll

39
14

0

0

д-д-|: 2 39 з9 з9
784з 22 39 з9 39

0l



A_|.A=L
з9

-82
5 -11

78

1

14

4

-4

2

3

0

-l

2

з

2

l0l
l0
0

0

0

Обратная матрица найдена верно.
З аdач u dля саtпосmояmел arноzо ре шен uя.
1). Щаны две матрицы А и В. Найти: а) АВ; б) ВА; в) Д-';г) .Ч,Ч''; д) Д-|Д.

-l 0 2 з
А- 2 З 2 В:-3

37l l
2). !аны две матрицы А и В. Найти: а) АВ; б)

А-

3). .Щаны две матрицы А и В. Найти: а) АВ; б) ВА; в) Д-' ; г) ,Ч.Ч-'; д) Д-'Д.

А-

5. Реъuенuе сuсmелt лuнейньш уравнен по пDавuлам KoaMeDa. JиаmDuчньlл|

0l
l7
з2
ВА; в) z-' ; г) дд-' ; д) д-'д .

0
В: 2

l

4|-4
2-4 6
l 2 -1

1

0
2

144
в- l з 2

-4 l2

42
53
|2

-J

l

0

l
5

спо с о б ом, л,t еmо d ол,t Гау с с а.

Метод Гаусса (последовательного исключения неизвестных).
Сначала немного систематизируем знания о системах линейных уравнений.
Система линейных уравнений может.

1) Иметь единственное решение.
2) Иметь бесконечно много решений.
3) Не иметь решений (бьtть несовмесmной).

Метод Гаусса - наиболее мощный и универсальный инструмент для
нахощцения решения любой системы линейных

Справка,, рекоменdую запомнчmь mepvuHbt лuнейной алеебрьt. Маmрчца
счсmемьl - эmо маmрчца, сосmавленная mолько uз коэффчцченmов прu
неuзвесmных. Расшuренная маmрчца счсmемьl - эmо mа же маmрчца
сuсmемы плюс сmолбец свобоOньlх членов, в 0анном случае. Любую ш маmрuц
можно 0ля краmкосmч называmь просmо маmрчцей.

Счществчют следуюlлие элементарные преобразовацц8.



1) Строки матрицы можно переставлять местами. Например, в

рассматриваемой матрице можно безболезненно переставить первую и вторую
{l -tl-s\ (z tl-T\

__ [, ,l-,.J-[, _,|_-.J
строки: \- , l

2) Если в матрице есть (или появились) пропорциональные (как частный случай
- одинаковые) строки, то следует удалить из матрицы все эти строки кроме

Гt2з4l,
lo 1 -1 zl,

|, 1 -1 ,l

одной. Рассмотрим, например матрицу (0 Z -Z Ol

5

а

2

6
В данной матрице

последние три строки пропорциональны, поэтому достаточно оставить только
з4
-1 2

-1 2

-2 4одну из них:

3) Если в матрице в ходе преобразований появилась нулевая строка, то ее
также следует удалить. Рисовать не буду, понятно, нулевая строка - это
строка, в которой o1Hu нулu.

4) Строку матрицы можно умножить (разделить) на любое число, отличное от

12
01
01
02

rJ

3

з

6

-+
l

itl
э

_i ;|;)

(-з яlt: )
ln. nl".I

нуля. Рассмотрим, например, матрицу r,-'"' Ylg'J/. 
3десь целесообразно

первую строку разделить на -З, а вторую строку - умножить на

[;; ;|jl]--[l ,'Ё)
,Щанное действие очень полезно, поскольку

упрощает дальнейшие преобразования матрицы.

5) Это преобразование вызывает наибольшие затруднения, но на самом деле
ничего сложного тоже нет. К строке матрицы можно прибавить другую строку,
умноженную на число, отличное от нуля. 2

Рассмотрим наиболее распространенную ситуацию, когда методом Гаусса
требуется решить систему трёх линейных уравнений с тремя неизвестными.

Пример 1

Решить методом Гаусса систему уравнений
Зх +2у -5z = -1
2х - у*Зz =1Э
x*2y-z=9

3апишем расширенную матрицу системы
з 2 -5
2 _1 з

1 2 _1

1

13

9



-ll
] _l з

Ll

1 _1

lз

|-t

1з -+

t

lз
9

Почти всегда здесь должна находиться единица. Вообще говоря, устроит и -1
(а иногда и другие числа), но как-то так традиционно сложилось, что туда
обычно помеlлают единицу. Как организовать единицу? Смотрим на первый
столбец - готовая единица у нас ecTbl Преобразование первое: меняем
местами первую и третью строки:

Теперь первая строка у нас останется неизменной до конца речrения. Уже
легче. Единица в левом верхнем углу организована. Теперь нужно получить
нули вот на этих местах:

!i

Iз
_1

з2-5
2 -1 з

1 2 _1 ]-[

l ] _l

lлlч

li=

[,

l9

[,
|-l

]

Нули получаем как раз с помоlлью (трудного> преобразования. Сначала
разбираемся со второй строкой (2,-1,3, 13). Что нужно сделать, чтобы на
первой позиции получить ноль? Нужно ко второй строке прибавить первую
строку, умноженную на -2. Мысленно или на черновике умножаем первую
строку на -2: (-2, 4,2, -18). И последовательно проводим (опять же мысленно
или на черновике) сложение, ко второй строке прибавляем первую строку,
уже умноженную на -2.

Результат записываем во вторую строку:

12
2 _1

з2

1 2 _1

0 _5 5

э\{
-J L -J

fJ

1 2 _1

2_| з
з 2 -5

1

,-)

Аналогично разбираемся стретьей строкой (3,2, -5, -1). Чтобы получить на
первой позиции ноль, нужно к третьей строке прибавить первую строку,
умноженную на -3. Мысленно или на черновике умножаем первую строку на -
3; (-3, -6, З, -27) И к третьей строке прибавляем первую строку,
умноженную на -3:
Результат записываем в третью строку:
а\{
J L -J

2 _1 3

1 2 -1

1_1

]-[i
fJ )

-4 _2

U

1з

-1

9

-)
L)a

2 1 (t
lo

[о

_}

-L
i

9

J
Z

г]
-+

r: :, il;jl -[l :,;,Еl
[, 2 -,l,J [u z -,|-,.J

Сначала смотрим на левое верхнее число:

i]



На практике эти действия обычно выполняются устно и записываются в один
шаг

|,

t:

.Щалее нужно получить единицу на следующей кступеньке)

l

2

2

1 j|;] -[
12
2-1
а) iЁ]-[

1 2 -1
0 _5 5

0 _4 _2

1 2 -1
0 -5 5

0 -4 -2

1 2 _1

0 _5 5

0 _4 -2

-1
1з
r(

-J

2_1
-L J

л(L -J

2-1
1 -1
01

]-[

]-[

9

-J

U

t
-J

-)а ]{

,!
1

tl

t_t - -+ _1

В данном примере это сделать легко, вторую строку делим на -5 (поскольку
там все числа делятся на 5 без остатка). Заодно делим третью строку на -2,
ведь чем меньше числа, тем проще решение:
-лсэ Z -J
2 -1 з

1 2 -1 |т] 
-[i !,

-1

Ё] 
-

1з

9

о

1з

-1

U

1з

2

1

z ,l[i]

На заключительном этапе элементарных преобразований нужно получить еще
один ноль здесь:

-l 9l
_l

,Щля этого к третьей строке прибавляем вторую строку, умноженную на -2

1]
t]I

з2_5
2 -1 з

1 2 -1

lt)

1

-+I

-[i

-[i

1

U

0

z -tlg
,-,|,
2 1р4

+
1

-+

9

1

2 -1
1 -1
0з 4

Последнее выполненное действие - причёска результата, делим третью строку
на 3. В результате элементарных преобразований получена эквивалентная
исходной система линейных уравнений:
x*2y-z=9

у- z =7

-_jz. -,1

Теперь в действие вступает обратньlй ход метода Гаусса. Уравнения
(раскручиваются)) снизу вверх.

В третьем уравнении у нас уже готовый резульlg1, Z =4

|_;]



Смотрим на второе уравнение:
образом:
у-4=1

с
-у=э

y-z=7 3начение (зет> уже известно, таким

И, наконец, первое уравнение: 
7r+2Y-' = 9. кИгрек)) и (зет)) известны, дело за

малым:
л*2.5-4=9
х{6=9
,t=З

ответ: х=З,у=5,z=4

Как уже неоднократно отмечалось, для любой системы уравнений можно и

нужно сделать проверку найденного решения, благо, это несложно и быстро.

Пр имер 2

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса
х* 2у *Зz =1

2x-y+2z=6
х* у *5z =-7

Это пример для самостоятельного решения, образец чистового оформления и

ответ в конце урока.

Следует отметить, что ваш ход решения может не совпасть с моим ходом
решения, и это - особенность метода Гаусса. Но вот ответы обязательно
должны получ иться одинаковыми !

Пример 3

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса
4.t,*2хr-.тз=1

5х,*Зл, -2хr=2
Зх,*2rr-Злr-0

3апишем расширенную матрицу системы и с помощью элементарных
преобразованиЙ приведем ее к ступенчатому виду:

Смотрим на левую верхнюю (ступеньку)). Там у нас должна быть единица.
Проблема состоит в том, что в первом столбце единиц нет вообще, поэтому
перестановкой строк ничего не решить, В таких случаях единицу нужно
организовать с помощью элементарного преобразования. Обычно это можно
сделать несколькими способами. Я поступил так:
(1) К первой строке прибавляем вторую строку, умноженную Ha -1. То есть,
мьlсленно умножили вторую строку на -1 и выполнили сложение первой и

второй строки, при этом вторая строка у нас не изменилась.

Е :_iЁ]



(ц2
l, з
l, 1\, с,

It
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1
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1 1 -1
010
001
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-1
0

5

1

?nJ -L

a,2
с, -J
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-з

-1 -1 1

aолJ э -4
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-1 -1 1

0 -2 з

0 -1 0

1 1 -1
010
0 -2 з

Теперь слева вверху (минус один), что нас вполне устроит. Кто хочет получить
+'1, может выполнить дополнительное телодвижение: умножить первую строку
на -'1 (сменить у неё знак).

,Щальше алгоритм работает уже по накатанной колее:

(l)
1

Z

ll

|-1

l,
I

IU

]

l1

l=

li

(2)
-,1

-з
.2

(з)
-+ ].l

- эJ

({)

-+

-+

(2) Ко второй строке прибавили первую строку, умноженную на 5, К третьей
строке прибавили первую строку, умноженную на 3.

(3) Первую строку умножили на -1, в принципе, это для красоты. У третьей
строки также сменили знак и переставили её на второе место, таким образом,
на второй (ступеньке у нас появилась нужная единица.

(4) К третьей строке прибавили вторую строку, умноженную на 2.

(5) Третью строку разделили на 3.

Скверным признаком, который свидетельствует об ошибке в вычислениях
(реже - об опечатке), является (плохая) нижняя строка. То есть, если бы у нас

внизу получилось что-нибчо, ,ооо" Ф 0 11|2З), 
и,

1 1х, = 2Зэ *, =2З
соответственно, 11 , то с большой долей вероятности можно
утверщдать, что допу[цена ошибка в ходе элементарных преобразований.

3аряжаем обратный ход, в оформлении примеров часто не переписывают саму
систему, а уравнения <берут прямо из приведенной матрицы). Обратный ход,
напоминаю, работает, снизу вверх. !а тут подарок получился:
x]=i
т- =?
xi +rз -.хз - 1 +.т, +З- 1 =1 =, xI = -]

ответ: xl = - j,", = З,х= = 1,

Пример 4

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса
8л, *7х1 * Зх, = 16

-7:r,-4х1-4rз=-1]
-6r,t5ц-4rr=-15

1

1

0

|i]*[ ;'l il



В последней части рассмотрим некоторые особенности алгоритма Гаусса
Первая особенность состоит в том, что иногда в уравнениях системы
отсутствуют некоторые переменные, например:

2хr*хr-хз=0
Зхr*4rr*б=0

r-LT -'1"l ,,,з-,

Как правильно записать расширенную матрицу системы?. В расширенной
матрице системьl на месте отсутствующих переменных ставим нули:

I

1

2

0

1

1

?

0 тfl
Вторая особенность состоит вот в чём. Во всех рассмотренных примерах на
(ступеньки)) мы помещали либо -1, либо +1. Моryт ли там быть другие числа?

В ряде случаев моryт. Рассмотрим систему:

2х-Зу*z=2
2х+у-4е=9
бх- 5у+ 2z =1"J

3десь на левой верхней (ступеньке> у нас двойка. Но замечаем тот факт, что
все числа в первом столбце делятся на 2 без остатка - и другая двойка и

шестерка. И двойка слева вверху нас устроит! На первом шаге нужно
выполнить следующие преобразования: ко второй строке прибавить первую
строку, умноженную на -1; к третьеЙ строке прибавить первую строку,
умноженную на -3, Таким образом, мы получим нужные нули в первом столбце

I

l

{t z -тlц)l _L l

Или еще такой условный norr"o, 
l'l 

"' 

;'l'i.,j
3десь тройка на второй

(ступеньке> тоже нас устраивает, поскольку 12 (место, где нам нужно получить
ноль) делится на 3 без остатка. Необходимо провести следующее
преобразование: к третьей строке прибавить вторую строку, умноженную на -4,
в результате чего и будет получен нужньlй нам ноль.

Правило Крамера

А сейчас мы разберём правило Крамера,

..Щля того чтобы освоить данный параграф Вы должны уметь раскрывать
определители (два на два) и (три на три). Сначала мы подробно рассмотрим
правило Крамера для системы двух линейных уравнений с двумя
неизвестными.,Щело в том, что пусть иногда, но встречается такое задание -
решить систему двух линейных уравнений с двумя неизвестными по формулам
Крамера. Во-вторых, более простой пример поможет понять, как использовать
правило Крамера для более сложного случая - системы трех уравнений с
тремя неизвестными.



Рассмотрим систему уравнений

с,лf Фrу = s,

сrл*&ху = s2

aL Е ýI

с2 Ьх ý2

стз 4 ýз

, его называют елавнымl;
ll,-1
]_iI

На первом шаге вычислим определитель
опреdелumелем счсmемы.

Если Д = 0, то система имеет бесконечно много решений или несовместна (не
имеет решений), В этом случае правило Крамера не поможет, нужно
и спол ьзо вать мртод Lаусс*а.

Если Д * 0, то система имеет единственное решение, и для нахохцения корней
мы должны вычислить еще два определителя

n =l", hI 
^ =lo, Е|

^'=I", u,l , ^'=F, 
"rl

На практике вышеуказанные определители также могут обозначаться
латинской буквой Д.

Корни уравнения находим по формулам:ллl\ ц-.
-1, р

"=Ё у=т

Переходим к рассмотрению правила Крамера для системы трех уравнений с
тремя неизвестными:

| а,х, +}rх, *с,tr = s,
I

tarx, * brxrl с2хз = ,92

I

Iqx, +Д=х, *сr.tr, = s,

Находим главный определитель системы
ct

c.l

-J

Если Д= 0, то система имеет бесконечно много решений или несовместна (не
имеет решений). В этом случае правило Крамера не поможет, нужно
использовать метод Гачсса.

Если D* 0, то система имеет единственное решение и для нахохцения корней
мы должны вычислить еще три определителя:

Е
ь2

д-5

l",

=[:л

ýl4cI
ý2 фх сl
ýз4сз

Idr

[*,

l*

,ýl 'll l

ч .,l Д==|

ýз .,l 
l

Д]l

Кроме того, существуют системы линейных уравнений с двумя переменными,
которые целесообразно решать именно по правилу Крамера!

,



И, наконец, ответ рассчитывается по формулам:
дцд

лl.-..'.._r tv7--, л?--,D,D-D
Как видите, случай (три на три> принципиально ничем не отличается от случая

ýl

,s!

(два на два)), столбец свободных членов ýЗ последовательно (проryливается))
слева направо по столбцам главного определителя.

Пример 9

Решить систему по формулам Крамера

I

1

Зх, - 2т, *4х, = ]}

З.т, *4х, - 2х. = $

2.т,-rr-rз=10

Решение: Рецим систему по формулам Крамера
,2

-ё ч

-nn,-l 
-L

-1 _1 r, _?|-, 
|; ,l=

= zr 
[ar _?|-, [i _?l-- [', _',l=

9l
l_

10l

_2

l;

4
fr=

П_=

П_=

=J
2

+4

единственное решение

= з (-4-2)+2 (-з++)+4 (-3-8):-18+2-44=-60# 0, значит, система имеет

(-g+zo)+a (- я- 40) =_i26 +22_ 196= _з00

= 3 (-9+20)- 21 (- з+а)+4 (з0-18): зз-21+48= 60

= З (qо+9)- 3 (- 20+ 21)+ 2 (-1s- 84)= 147- з- 2rJ4 =-60

lzt -2 4

ц=lя 4 -z
1,o -1 -1

= 21 (-4-2)+2

з

3

2

21

9

10

4

-L

-1

11

9

10
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t
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д-

о

т _ 5 т -_'1 т _1
Ответ: ^l - ;,^] --I,^з - r.

Время от времени встречаются системы в уравнениях которых отсутствуют
некоторые переменные, например:

Зх2 -l4xr= 2|

Зх, +4х, = 9

2х,-хr-rз=10

Здесь в первом уравнении отсутствует переменная J', во втором -

переменная frЗ. В таких случаях очень важно правильно и ВНИМАТЕЛЬНО
записать главный определитель:

з4
40
-1 -1 - на месте отсутствуюlлих переменных ставятся нули

Тема: (Решение задач на определение вероятности события с
использованием теорем сложения и умножения вероятностей>).

Формул bl колхбuнаmорuкu.

' Р, = п|. - формула для вычисления числа перестановок, где

п|.= | .2.3, ,.,.(п - l), п;

о а) дi,' = п(п - |)(п - 2)..lп - m + 1) ;

о б) Д: =, П'"',,."]'Ъ"оrrлы 
для вычислен ия числаразмещен ий, где п-' rl 

@-mlt.
число
всех элементов, m-число элементов в каждой комбинации) m s п.

лlп пl,L,"'---фopмyлaДЛяBЬIЧИсЛеHияЧисЛaсoЧeТaНИЙ,m1п,'' m|.(п - m)l.

Вероятностью события А называется отношение числа m исходов,
благоприятствующих наступлению события А, к числу n всех исходов.

Р(А):а. По определению 0 < р(,4) < l .

п

TeopeMbt слоэюенuя u ул4ноженuя верояmносmей.
l. Вероятность появления одного из двух несовместных событий, равна

сумме вероятностей этих событий : Р(Д +В) = Р(Д)+ Р(В) .

2. Сумма вероятностей двух противоположных событий равна единице:
Р\д)+рlV1=1.

З. Вероятность совместного появления двух независимых событий равна
произведению вероятностеЙ этих событиЙ: Р(ДВ)= Р(Д).Р(В) .

4. Вероятность появления хотя бы одного из двух совместных событий

0

а

Z



равна сумме вероятностей этих событий без вероятности их
совместного появления: Р(А + В) = Р(А) + Р(В) - Р(А. В).

Пример l.
Вычислить: C]j + ,ч| - rо.

Решение.
15!

lз!(l5_13)! (6_3)l l3!.2! з!

Пришtер 2.
Решить уравнение: Д: = ЗОд!,_z

Решение.
п(п -1)(п -2)(п- 3)(r - 4) = 30(и - 2)(п -3)(r _ а)(r _ 5) ;

п' -п=ЗOп-l50; пt=6: пz=25
Задача l.
Стрелок производит один выстрел в мишень, состоящую из центр€Lльного
круга и двух концентрических колец. Вероятности попадания в круг и кольца
соответственно равны 0,2; 0,15; 0,1 . Найти вероятность промаха.
Решение.
Пусть Д,,;Дr|lr-попадауия в круг и кольца, события несовместны. Событие

А= At+ Аr+l-,-попадание в мишень, P(A)=0,2+0,15+0.1 =0,45. Событие 7-
промах (противоположное событию Д). Вероятность промаха:
P(Z) = 1_ 0,45 = 0,55

Задача 2.

Щва стрелка для которых вероятности попадания в мишень соответственно

равны 0,7 и 0,8, производят по одному выстрелу. Определить вероятность
хотя бы одного попадания в мишень.
Решение.
События попадания Д,и lrcooTBeTcTBeHHo первым и вторым стрелком
независимы и совместны. Вероятность попадания хотя бы одного
из них определится: Р(Д) = Р(Д,) + Р(Аr) - Р(Д|Дr):0,7*0,8-0,7. 0,8:0,94

Задача3.
В группе 25 студентов, из них отлично учатся 5 человек, хорошо - |2,

удовлетворительно -6, слабо- 2. Преподаватель, не знакомый с группой,
вызывает по списку одного из студентов, найти вероятность того, что он
окажется или отличником, или хорошистом.

Решение.
Вероятность того, что вызванный студент окажется отличником равна

Р(4) =+ = + . Вероятность того, что он хорошист Р(Аr) =: . Вероятность\l/255'l|'/'25

того, что он либо отличник, либо хорошист р\А)= р(дl)+ p(ArL = l*:=:.525 25



Задача 4.
Найти вероятность того, что наудачу взятое двузначное число окажется
кратным либо 4, либо 5, либо и тому и другому одновременно. [0,4]

Задача 5.

Три стрелка стреляют по мишени, вероятности попадания в цель для первого,
второго и третьего стрелков соответственно равны 0,75; 0,8; 0,9. Найти
вероятность того, что все они одновременно попадут в цель. [0,54]

Задача 6

в ящике l2 деталей, из них 8 стандартных. Рабочий берёт наудачу одну за
другой две детаJIи. Найти вероятность того, что обе детали окажутся
стандартными. |0,424]

Тема: [искретная случайная величина, закон её распределения.
[исперсия, математическое ожидание.

Случайной называется величина, которая в результате опыта может
принять то или иное возможное значение, неизвестное заранее, но
обязательно одно. При многократном проведении опыта в неизменных

условиях в общем случае булут получены различные значения случайной
величины. Случайные величины делятся на прерывные (или дискретные) и
непрерывные.

luскреmной случайной велuчuной называют такую случайную
величину, множество возможных значений которой либо конечное, либо
счётное (число студентов, число пасмурных дней в году).

Закон распреdеленuя дискретной случайной величины - это
соответствие между значениями случайной величины и их вероятностями
(закон распределения ДСВ- это функция, связывающая значения случайной
величины с соответствующими ей вероятностями). Задаётся в виде таблицы.

xl х| х2 Хл-l хп

Р, Pl Рэ Р n.t Р,,

Понятие маmемаmuческоzо о)юudанuя u duсперсuu относятся к
числовым характеристикам случайной величины.

Маmемаmuческое ожudанuе дискретной случайной величины
находится как сумма произведениЙ всех её возможных значениЙ х, на их

ВерояТносТИ р,: М (Х) = xtpt * xzpz + ,,.+ х|lрп

Разность х-М(Х)называют отклонением случайной величины от её

математического ожидания.



!uсперсuя- это мера рассеяния (отклонение от среднего) значений
случайной величины относительно её математического ожидания.

luсперсuей D6) дискретной случайной величины Х называется
математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от её

математического ожидания D(X) = М(Х - М(Х))' .

CpedHe кваdраmuчным оmклоненuе]и случайной величины называется
величина, вычисляемая по формуле: о"(Х) = ,[М .

Пример 1. Задан закон распределения дискретной случайной величины Х.

xl l 0 l 2

Р, 0,2 0 ) l 0,3 0 ,4

НаЙти М(Х) и D(X).
Решение, l ) MrXl:xl, р,* xz. рz*;з.рз * хц. рц; М(Х): 0,9

2) Вычислим отклонения и их квадраты

xl 1 0 l 2

х,- М(Х) -1,9 -0,9 0,1 l ) 1

(х,- М(Х))2 з,61 0,8l 0,01 1,2|

Р, 0,2 0 ) l 0,3 0 ) 4

D(X):3,6l .0,2+ 0,1 .0,8l + 0,3.0,0l + 0,4.1,21= |,29

Пример 2. [искретная случайная величина задана законом распределения

х 6 ) 5 7,2 8,4 9,1

Р, 0 ) 2 0,з 0 ) 4 0 ) 1

НаЙти : М (Х); D(X); о(Х)

Пример З. Найти м (Х) и D(Х), если



xl
.)

-J -7 1 2

Р, 0 1 0,2 0 ) J 0 ,4

Щемонстрационный вариант экзаменационного билета

экзаменационный билет Jtlb по математике

1. Матрицы, виды матриц. Щействия над матрицами. Транспонированная
матрица, обратная матрица.

2. Задан закон распределения дискретной случайной величины Х. Найти
математическое ожидание, дисперсию, среднее квадратичное
отклонение.
х 6 10 16 20 26 з0

р 0,2 0,2 0,1 0,3 0,1 0,1

3. Найти частное решение дифференциального уравнения:
y'=1+cosJr. х=т,,у=0

Преподаватель:
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Практические работы по инженерной графике р[ввивают
пространственное воображение студентов. Наибольший эффект
изучения курса может быть достигнуто при выполнении студентами
индивидуальных заданий, которые способствуют рzввитию у студентов
самостоятельной работы с использованием 1"rебной и справочной
литературы.

Графическое оформление заданий направлено на рiввитие у студентов
образного мышления. Основную работу по выполнению
индивидучrльных заданий необходимо проводить в аудитории под
контролем преподавателя. Это ускорит усвоение из}чаемого материirла
и повысит качество выполняемых графических работ.

К выполнению задания студенты должны приступить после
предварительной проработки соответствующего маториала по учебной
литераryре, методическим рекомендациям или после объяснений
преподавателем особенностей изучаемого материurпа. fuя четкого
выполнения графического задания можно воспользоваться
методическими укчваниями, поясняющими содержание и выполнение
задания.

,Щалее предложены методические укЕ}зания к графическим работам по

раlзделам.



СОДЕРЖАНИЕ

Пракгическая работа (Упражненше)
Системы чtвтоматизированного проектирования на персонatльных комIьютерах.
Общие сведения о чертежно-графическом редакторе кКОМПАС).
Работа в <КоМПАС).
Пракгическая работа (Упражнение)
Работа в <<КоМПАС).
Практическая работа ЛЪ 1а
Линри чертежа.
Пракгlлческая работа ЛЪ 1б
Оформление титульного листа.
Практическая работа (Упражненше)
Нанесение размеров на чертежах дета-гrей простой конфигурации.
Практическая работа Nb 2
Чертеж дет€tли с применением деления окружности на части.
Вычерчl.в€lние контура с построением сопряжений.
Практи.rеская работа (Упражнение)
Построеrме нчгJuIдных шображеr*rй и комплексных чертежей точек. Построение
наглядного rзображения и комплексного чертежа отрезка прямой.
Irрактическая работа (Упражнепие)
Построение нtглядного изобрzuкениrl и комплексного чертежа rrпоскости.
Практическая работа (Упражнение)
Изображение плоских фшур и объемных моделей в аксонометриtIеских
проекIц4ях.
Пракгическая рабо,га Лb 3
Построеrшtе комплексных чертежей L| €lксонометрических проекцлtй
геометриtIеских тел с нахождением проекций точек, принадлежащих поверхности
геометрического тела.
Пракгпческая работа Л} 4
Техническlй рисунок модели.
Практическая работа ЛЬ 5
Построеrrие третьей проекции модели по двум заданным, построение
аксонометрической проекции.
Практическая работа (Упражнение)
Выполнение простых, сложных разрезов, сеченлй.
Практпческая работа (Упражнение)
Изображение и обозначение резьб, стандартных резьбовых издеrий,
Практпческая работа ЛЪ ба
Выполнение эскиза дет€uIи с резьбой и простым разрезом.
IIрактическая работа ЛlЬ бб
Выполнение рабочего чертежа по эскизу.
Irрактическая работа ЛЬ 7
Изображение резьбовых соединений детшrей (болтом, винтом, 4 шгrшrькой).
Практическая работа Лb 8
Сборочный чертеж сварного соединения. Составление спецификации



Пракгическая работа ЛlЬ 9
Выполнение рабочих чертежей детшrей по сборочному чертежу
Практическая работа ЛЬ 10
Построенr.rе диагр€tмм и графиков.



Тема 1.1 Системы
автоматпзировапного
проектированI|я на
персональных
компьютерах

Щель работы:

Пракгпческая работа (Упражнепие)

С истемы автом атизир ов анного пр оектиров ания на
персонtIJIъных компьютерilх

yпylemb: исполъзовать САПР дIя выполнения
графических работ
знаmь,. преимущества использовании САПР для
выполнения чертежей.

формuроваmь общuе u профессuонал,ьньле
компеmенцuu:
стремIIться к самор€lзвитию, повышению своеir
квалификации и мастерства,
использовать rшф ормаIшонно-коммуникационные
технологии Nlя совершенствовчlния
профессиона_tlьной леятеJ]ьности
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Тема 1.2 общие
сведенIля 0
Чертежно-
графическом
Редакrоре <<КОМПАС)>

f{ель работы:

Пракгическая работа (Упражнение)

Общие сведения о чертежно-графическом

редilкторе <КОМПАС>

у.uеmь : использовать элемеЕгы шrгерфейса
знаmь,. назначение основных элементов
иrrгерфейса: заголовок окна, гл€lвного меню,
инструмеrrга_пьной и компtктной панелей, панели
свойств, строки сообщенrй, дерева построенld.
формuроваmь обtцuе u профессuонсlльньле
компеmенцuu:
стремиться к сilморtlзвитию, пOвышенlдо своей
ква;lификаI${и и мастерства;
использовать информаIц4онно-коммуникационные
технологии NIя совершенствования
про ф ес сиона-гtьной деятелъности
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Тема 1.3

Работа в <d{OMIIAC)

Щель работы:

Пракгическая работа (Упражнеппе)

Работа в кКоМПАС)

умеmь: вводить необходимые в компьютер
выполнять чертежи на компьютере
знаmь,, порядок создания новых докр{ентов
последоватеJьность разработки нового чертежа.

формuроваmь обuluе u профессltонсl]lьньtе
компеmенцuu:
стремиться к сilморi}звитию, повышенlдо своей
квалификшц{и и мастерства,
использовать информационно-коммуникационные
технологии для совершенствовзlния
про фессиональной деятеJьности
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uгчрз гuгmрпньti гuпOOл начOп0 кворduнап лuгпir
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-0 поле Гжgrай aJd 0 [mроке парамепро0 пояOuпагь

цuФр0 / - номер mркцщрzт Ьudа Гакхе uчзпрнuлгя 1а:оliufruк
0кн0 -,, Гffiм] &й.

Геtер юхlю tрtЕлlчtшttъ к fuHrybйattш u офрпtенuю
dеrrмпl

Тr.Поdкпрчuпь геmкц
/5Но Панелч цпраOпенuя нсхаmь кнOпкц Иеlплчuпъ rлашлпаd
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[мопрuм гпеOа коорduнапы Kgpcпpl,oHu pa1Hы 00 ч 00
КпаOuuлеi - гпрOuп kеЩш lla lВ5пп *.fпlег, ПроOерumь шоz
кgргOра.
f9. 9гпаноOuпь гmuпь лuнtлu ktюOная
2ОНа гпранuце Геоrа,трчческtе rшпщемля 0кпючuпь

кнOпкg НепреМt#й hfud абъв<tlffi. iпя delTla,qeLl

цuлuнOрччегкоi форпы прuненяЕп 0 вгноOном зmц кнOпкц
2IДпя пOгmрOенця кOнпцр0 dеmалч прuпрняен zпоdальнцю
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Тема 2.1
Основные сведешия по
оформлецпю чертежей

Щель работы:

Пракгическая работа Nb la

Лt+tии чертежа по ГОСТ 2.303-2006,1M
назначение и применение Форматы, основн€UI
надпись на чертеже Масштабы

умеmь : выполнrIть р€lзличные типы лиrпп1 на
чертежах,
обозначать ста}цартные масштабы на чертежчtх и
в основной надписи
знаmь: размеры основных форматов,
типы линий, масштабы,

форrу основной надписи
формuроваmь обtцuе u профессuонсulьные
коIипеmенцuu:
стремиться к с€lморtlзвитию, повышению своей
ква_пификац!rи и мастерства;
исполъзов ать информационно-коммуникационные
технологии для совершенствованиrI
ггрофессиональной деятельности



Методические указаппя по выполнешию графшческого задапия

по теме <<Основные сведенIlя по оформленпю чертежей>>

Графическое задание Nsla <Линии чертежа) выполняется в одном вари€lнте
и посвящено проведению лr*rий по ГОСТ 2.ЗаЗ-. Задание выполняется на
формате А4. Выполнение задания удобнее начинать с IIроведения через середину
вrrутреr*rей рамки чертежа тонкой вертик€tJIьнолi лIIIilIи, на которой дел€lют
пометки в соответствии с рil}мерами, приведенными в задании. Через намеченные
точки проводят тонкие вспомогательные горизонтчlJьные линии, облегчающие
выполнение графической части задания. На вертикilJьных осях, преднtвначенных
для окружностей, наносят точки, через которые проводят окружности укrlзсlнными
в задании линиями. На 1^lебных чертежах сплошную линию выполняют обычно
толщиной S:0, 8...1мм, а толщины всех остtlльных лlшlтй устанавJIивчlют по табл.
1, На выполненном задании приведенные рirзмеры наносится недоJDкны.

Порядок выполненпя }аданпя.

1. Выбрать формат

2. Провести вспомогатеJlьные линии (сверху, справа и слева на расс,гоянии 15

мм от основной рамки)
З. Построить предложенные линии
4. Найти середину формата (92,5мм)
5. По заданию построить вертикальные линии (высотой 50мм)
6, Построить заданные окружности рitзными типами линий
7. Построить коIIтур техниtIеской детали
8. На ко}rгуре детilJIи нанести штриховку

9. 3аполнl.t,гь основную надпись

Введенше в курс дшсцшплпны <<Инженерная графика>>

Чертежом нutывtlют документ, содержащий изобрахсение предмета и другие
данные для его изготовлениlI и KoHTpoJUI.

Стандарт- докр{ент, который устанавливает единые правила оформления
чертежей и других техническID( докуме}Iтов. Государственные стандарты (ГОСТ)
обязательны для всех. Государственным стандартам присваиваются
определённые значениrI.



РАЗДЕЛ (ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ЧЕРЧЕНИЕ>

Тема OcHoBHbte свеdенuя по оформленuю черmеuсей

ЛИНИИ ЧЕРТЕЖА.

Чтобы чертёж был более вырitзителен и по}uIтен для чтениrI, его выполIuIт

р€lзными линIбIми, начертание и нfflначение которых дJuI всех отраслей
промышленности и строительства установлены ГОСТ 2. 3 0З -2006.

мАсштАБ,ы

Масштабом н€lзыв€lют отношение линеfuiых рilзмеров изображениrt
предплет^ на чертеже к действительным рi}змерам этого предмета.
ГОСТ 2.З02-2006 устанавливает следующие масштабы.
Масrшгабы уменьшениrI Т:2; |:2,5; |:4; l:5; 1:10 и т.д,
HaTypa_lrbнEul велшIина 1 : 1

Масштабы реличения 2:t;2,5,,L;4:1; 5:l; 10:1 и т.д,
Непредусмотренные стандартом масштабы не тrрименяют.
Какой бы масштаб ни был, на чертеже всегда прост€lвляют действительные
р.вмеры.

ФормАты
Чертежи выполнrIют на листilх определённых piвMepoB, установленных

ГОСТ 2.301-2006. Форматы бывшот основные и дополнительные. Основные
форматы:Ао 841*l189
А1 594*84l
л2 420*594
Аз 297*420
А4 2|0*297
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Тема 2.2
Чертежный шрифт и
выполненпе падписей
на
чертежах

Щель работы:

Пракгическая работа Лb 1б

Сведения о стандартных шрифтах и конструкции
букв, цифр, знаков по ГОСТ2.301-81

у/йеmь: наносить слова и предложениrI чертежным
шрифтом
знаmь, размеры и конструкщ{ю прописных и
строtIных букв русского алфавита, цифр, знЕков.

фор*tuроваmь обuluе u профессltонсuльньlе
коJilпеmенцuu:
стремиться к с€lмор€ц}витию, повышенrдо своей
квалификации и мастерства,
использов ать инф ормаIц,Iонно_коммуникационные
технологии для совершенствованиrI
профессиона.гtьной деятелъности



Методпческше указания по выполненшю графического заданпя по теме
<<Чертежпый шрифт ш выполненше основных надписей на чертежах>>

Графlлческое задание Nslб по теме Чертежrый шрифт} выполняется на

формате АЗ в форме титуJьного листа. Задаlп,lе предусмотрено в одном варианте,

должно привить студентам навыки выполнениrI на чертеж€lх надписей. В задании
требуется написать текст титульного листа шрифтом типа Б с наклоном 75

разными рiвмерами Ns7, N910, Jф14. .Щля облегченрuI написаниJI бук" и щфр
наносрrгся вспомогательнzш сетка сплошными тонкими линиями с учетом
основных rrараметров шрифта.

Последовательность выполнения задапия

I. На формате АЗ на определенном расстоянии по заданию проводят
вспомогатель ные тонкие горизонт€lльные лумии, определяющие гр ililщы строчек
шрифта и расстояние между строкtlми.
2. На основании полу{енных строк следует отложить отрезки, равные ширине
каждой буквы и IIJIюс расстояние между буквами.
3. Написать на каждой строке предложенrшй текст (Размеры букв и щ{фр следует
брать по ГОСТ 2.304-81*) тонrсими линIбlми.
4. обвести текст.
5. Заполнить основную надпись.

ОСНОВНЫЕ НАДПИСИ.

На чертеж€lх помещaют основную надпись, содержащую сведения об
изображенном изделии. Основная надпись ра}мещается вIIлотную к рамке
чертежа в правом нюкнем её углу. Щопускается кiж (вертикчlJIьное), так и
(горизонтtlльное)) расположение форматов, за искJIючением формата А4, который
всегда располагают (вертик€lльно>. На основную надпись установлен ГОСТ
2. l04-2006

Тема кЧерmёнсньlй шрафm u вьlполненuе наdпuсеil на черmеilсаь)

ШРИФТЫ ЧЕРТЁЖНЫШ
Чер,гежи и прочие конструкторские документы содержат необходимые надписи:
название изделлй, рztзмеры, данные о мatтериilле, спеIц.Iфжации и другие надписи.
ГОСТ 2.304-2006 устанавливает шрифты для надписей, которые наносят от руки
на чертежи и другие конструкторские локументы.
Шрифты бывают типа А и Б, прямые и н{lкJIонные (угол накJIона 75). ГОСТ
устчlнzlвливает р.il}меры шрифта: |,8;2,5;3,5; 5; 7; l0, \4;20;28; 40.

OcHoBHbte парамеmры шрuфmа
h - высота прописных букв
c:0,7h - высота строчных букв
а: 0.2h - расстояш{е между буквами



е:0.6h - миним€UIьное расстояние между словilми
d : 0.lh - толщина линий шрифта

Шuрttна пропuсных букв :

l. г, Е, 3, с |23456890 _0,5h

2. А, д, м, х, ы, ю _0,7h

3, ж.ш. ш. Ф. ъ -0.8h
4. Все оста_пьные -0,5h

Шuрuна сmрочных букв:

1. ж, т, ф, ш, щ, м
2. ы,ю
3. все остzLльные

_0,7h

-0.8h
_0,5h

Графическая работа N916, Тиryльный лисг
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Тема 2.3
Основные правшла

нанесения размеров на

чертежах

Цель работы:

Пракгическая работа (Упражнение)

Правила нi}несения лrдrейных, )лловых,
диаметр€tльных, радиаJrьных р€tзмеров
УпрощениrI при нанесении размеров.

уjиеmь: располагать р€lзмерные чIlсла по
отношению к рtlзмерным линиям
зн а m ь,. правиJIа пр ов еденI4rI р tlзмерных, выносных
линий и угловых размеров
общие требования к рitзмерам по ГОСТ 2.307-68

упрощения при н€lнесении рiIзмеров
форлtuроваmь общuе u профессuонсlльньле
кол4пеmенцuu:
стремиться к саморtlзвитию, повышенlдо своей
квалификаIцrи и мастерства;
использовать информаIц,Iонно-коммуникационные
технологии дJUI совершенствовilнLUI
профессиона-ltъной деятельности



Методические указания по выполнению графшческого задания
по теме <<Основные правила нанесения размеров>>

графическое }rпражнение кнанесение рtr}меров)) выполнrIется на формате Аз по
индивидучlльным зад€tниям. Предrrа.ается выполнить lтзображенIбI 2-х коrrгуров
техническIж детаJtей в масштабе1:1 и нанести рaвмеры согласно ГОСТ 2.З0"|-
20l1.

IIорядок выполнения задания.

1. Выбрать формат

2. В ToHKlж JIиниях построить предложенные контуры TexltшIecKrж дета_гtей.
3. Провести осевые линии
4. Наrrести размерную сетку, затем рtц}мерные числа
5. Обвести контуры деталей

6, Заполrплть основную надпись

Нанесение рilзмеров - это совокупность рttзмерных, выносных линий и
размерного числа. ГОСТ 2,307-68 устrIнавливает прtlвила нанесения р€tзмеров и
предельных откJIонений на чертежах и других техниtIескI/D( документов. Размеры
быватот;пшеЁrrтые 

- длина, высотq ве.ilIгIина диаметра, радиусц дуги и угловые -

размеры углов.
Лшlеfuше р€tзмеры укtlзывtlют на чертеже в миллиметрах, едш{ицу измерения на
чертеже не укilзыв€lют.
1. Выносные и рtвмерные линии выполIlяются сплошными тонкими линиями.
2. Размерное число наносят строго над р.lзмерной линией. (шрифтJФ5)
3. Размерные числа наносят в шахматном rrорядке.
4. Расстояние от контура детilJIи до 1-ой рiвмерной лиrrии до l0MM и между
рtiltмерными линIбIми от 7-10мм.
5. Штрлжовка прерывается, есJIи имеется piвMepнoe число.
6. Размерные линии не пересекulются между собой.
7. Выносная JIиния выходит за размерную линию от 2-5мм.
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Тема2.4
Геометрическше
построенпя п приемы
вычерчиванпfl KollTypa
технических деталей.

Цель работы:

Пракгпческая работа Лb 2

.Щеление окружности на равные части Сопряжения
Уклоrrи конусностъ.

умеmь: строить IIерпендикуJUIрные и
параллелъные линии, укJIон и конусность
строить лекальные кривые, строить сопряженшI
знаmь,. деление отрезка прямой,
деление углов,
построение впис€lнных многоугольников
форл,tuроваmь общuе u профессuонсtльные
компеmенцuu:
стремиться к саморазвитию, повышеншо своей
ква-тlификаIши и мастерства;
использовать шrформаIшонно-коммуникационные
технологии мя совершенствованиlI
профессиона.пьной деятельнOсти



Методшческпе указания по выполпеtlпю графшческого 3адания по теме
<<Геометрическпе построепия и приемы вычерчиваппя конryров
техническшх деталей>>

Графическое задание Nч2 <!еление окружности на равные части.
Построеrтие сопряжений> выполняется на формате АЗ. Задание выдается
индивидуatJtьно кtDкдому студен1 у.

Порядок выtrолнения заданшя.

1. Выбрать форшrат

2. По предложенному заданию построитъ в ToHKlD( линиrIх контуры техниtrескlлх
деталей

3. На одной из деталей р€tзделить окружностъ на равные части (деление

цроизводить по правилtlм деления окружности на равные части)

4. Построlrгь на дет€lлях р€lзлиtlные сOпряжениrI (предварительно находя цеrrгр
сопряженшI, точки сопряжеlшя)

5. Все вспомогательные элементы для построениrI сопряженшI оставить на
чертеже

6. Нанести размерную сетку и затем рчlзмерные числа 7.

Обвести контуры дета_пей
8. На ко}rгуре одной из дет€rлей нанести штриховку

9. Заполнить основную надпись

Ввеdенuе
В этой методической работе булут рассмотрены основные виды сопряжений,

и Вы узнаете о том, кaк построить сопряжение углов, прямых линий, окрукностей
и дуг, окружностелi с прямой.

Сопряженuел|4 назьtваюm плавньtй перехоd оdной лuнullв dру4lю. Для того
чтобы построить сопряжение, нужно найги центр сопряженIuI и точки
сопряжений.

Точка сопряженuя - это общая Totжa для сопрягаемых лиrrий. Точку
сопряжения тilкже нчlзывают точкой перехода.

Нrже будр рассмотрены основные тиIIы сопряжений, упражнения по теме
кСопряжениrI)).



Сопряженпе углов (Сопряжепие пересекающихся rrрямых)
Сопряэtсенuе пряJчtоzо у2ла. (Сопряжение пересек€lющихся прямых под прямым

углом)

,В даrrном примере булет рассмотрено построение сопряжениrI прямого угла
заданным радиусом сопрлкения R. Первым делом найдём точки сопря)кения. Для
нахождения точек сопряжения, нужно постчlвить Iц,Iркулъ в вершину прямого угла
и провести дугу радIryсом R до пересечениrI со сторонzlми угла. Поrryчеrшые
точки и будут явJuIться точками соцряжения. .Щалее нужно найти центр
сопря)кения. Щентром сопряжения булет точка равноудilлённая от сторон угла.
Проведём из точек а и Ь две дуги радиусом сопря)кеншI R до пересечения друг с
другом. Поrг5..rенrrая на пересечении точка О и булет центром сопряжения. Теперь
из центра сопря}кенлuI точки О описываем дугу радртусом сопря)кения R от точки а
до точки Ь. Сопряжение прямого угла построено.
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Сопряэtсенuе ocmpozo уела. (Сопряжение пересекающихся прямых под острым
углом)

Ещё один пример сопряжениrI угла. В этом примере булет построено
сопрfiкение острого угла. ,.Щля построен}uI сопряжения острого угла раствором
циркулlI, равным радиусу сопря)кения R, проведём из двух произвольных точек на
каждой стороне угла по две дуги. Затем проведём касательные к дугчlм до
пересечениrI в точке О, цеrrгре сопряжениrI. Из полу*rенного центра сопряжения
опустим перпе}цикуляр к каждой из сторон угла. Так мы получим точки
сопряженlul а и Ь. Затем проведём ll'J центра соцряжениrI, точки О, ду.у радиусом
сопряжениrI R, соединив точки сопря)кенlul а и Ь. Сопряжение острого угла
построено.
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Сопряuсенuе mупоzо уzла. (Сопряжение пересекающихся прямых под тупым

углом)

Сопряжение тупого },гла строится по анаJIогии с сопряжением острого },гла.
Мы также, снач€lла радиусом сопряжения R проводим по две дуги из двух
произвольно взятых точек на кaDкдой из сторон, а затем проводим касательные к
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этим дугам до пересечения в точке О, цеrrгре сопрюкения. Затем опускаем
перпенликуJu{ры из центра сопряжениJI к каждой из сторон и соединяем дугой,
равной радиусу сопряжениrI тупого угла R, полученные точки а и Ь.
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С о пряэtсен uе парсutл ельн ых прямьlх лuнuй
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Построим сопряжение двух параллельных прямых. Нам задана точка
сопряжешш а лежаrцая на одной прямой. Из точки а проведём перпендикуляр до
пересеченIбI его с другой прямой в точке Ь. Точки а и Ь являются точками
сопряжения прямых линий. Проведя из к€Dкдой точки дугу, радиусом больше
отрезка ф, найдём центр соцряжениlI - точку О. Из центра соIIряжения проведём
дугу заданного радиуса сопряжения R.
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Сопряжение окружностей (дуг) с прямой лпнпей
Внешнее сопрдщецце дIци и прц\дQйJцццци
В этом примере булет построено сопрDкение заданным радиусом r прямой

л}lнIlи, заданной отрезком АВ, lr дуги окружIIости радрrусом R.
Сначаца найдём цеЕгр соrтряжения. ,.Щля этого проведём прямую, парчtл,цельную

отрезку АВ и отстоящую от него на расстояние радиуса сопряжения r, и дугу, из
це}Iтра окружности OR радиусом R*r. Точка пересечения дуги и прямой и булет
центром сопряжения - точкой Оr.

Из uетrтра сопря)кениrt, точки Оr, огryстим перпендикуляр на прямую АВ.
Точка D, полученнЕш на пересечении перпендикуляра и отрезка АВ, и булет
точкоЙ сопряжения. НаЙдём вторую точку сопряжения на дуге окружности. !ля
этого соединим цекгр окружности OR и центр сопряжения Оr линией. Полуtим
вторую точку сопряжениrI - точку С. Из центра сопряжения проведём дугу
сошряжения рад}rусом r, соединив точки сопрffкения.
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BH}rTpeHHee сопряжение прямой лиции с дугой
По аналогии строится внугреннее соlтряжеЕие прямой линии с дугой.

Рассмотрим пример построениJI соttряrкения радиусом r прямой линум, заданной
отрезком АВ, и дуги окружности радиуса R. Найдём центр сопряжения, Для этого
построим прямую, пар€rллельную отрезку АВ и отстоящую от него на расстояние
радиуса r, и дугу, из центра окружности OR радиусом R-r. Точка Or, поJtученнsul
на пересечен}Iи пряшtой и дугII, и булет центроN,I сопряжения.

Из цеlrгра сопряженIбI (точка Оr) опустим перпендикуляр на прямую АВ,
Точка D, полуrенн€ш на основ аlнлlltи перпендикуляр4 и будет точкой соцряжения,

,Щля нахождениJI второй точки сопряжениrI на дуге окружности, соединим
цекгр сопряжениrI Оr и центр окружности OR прямой лршией. На пересечении
линии с лугой окружности получим вторую точку сопрюкенлuI - тоtIку С. Из
точки Оr, цеrrгра сопряжениrI, проведём дугу радеryсом r, соединив точки
сопряжениrI.
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Сопряжение окрупtностей (дуг)

Внешнее сопряжение дуг окр}rжностей
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Внешнрrм сопряжением считается сопряжение, при котором цешгры
сопрягаемых окружностей(ду,) О1 Фадпryс Rl) и О2 (радиус R2) располагаются за
сопрягающей д}той радиуса R. На прlеrере рассмотрено внеIшнее сопряжение дуг.
Сначала наход}lм цеIIтр сопряжеЕIIJI. Щеrrгроru сопряженшI является точка
пересечения дуг окружностей с радиусами R+Rl и R*R2, построенных из центров
окружностей Ol(Rl) и О2(Ю) соответственно. Затем центры окружностей Ol и
О2 соедиюIем прямыми с центром сопряженрuI, точкой О. и на пересечении линий
с окружностями О1 и О2 полl^rаем точки сопряжения А и В. После этого, из

цеrrгра сопряженшI строим дугу задчlнного радLryса сопряжениrI R и соедшrяем ей
точки А и В.
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Вцутреннее сопряжение дуг окр}zжнQgrей

Внутренним сопряжением нчlзывается сопряжение, при котором центры
сопрягаемых луг О 1, радетуса R 1 , и О2, радиус R2, располагаются внутри
сопрягающей шt дути заданного радиуса R. На картинке ниже приведён пример
построенIrrл вIryтреннего соцряжен}Iя окружностей(дуг). Вначале Nlы находIш{

цеrшр сопря)кениJI, которым является точка О, точка пересеченшI дуг
окружностей с радиусами R-Rl и R-R2 проведёнrшх из цеrrфов окружностей Оlи
О2 соответственно. После чего соединяем центры окружностей О1 и О2 прямыми
JIиниями с центром сопряженияина пересечении линий с окружностями Ol и О2
получаем точки сопря)кения А и В. Затем из центра соrтряжениrl строим дугу
сопрлкениrI радиуса R и строиrи сопря)кение.
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Смешанным сопряжением дуг является сопряжение, при котором центр одной
из сопрягаемых дуг (О1) лежит за пределаNI}I соцрягающелi Iж дугIr радrуса R, а
центр другой окружности(О2) - внугри её. На иJшюстрыlдt4 ниже приведён
пример смешанного сопря)кения окружностей. Снача_llа находим цеrrгр
сопря)кениrl, точку О. !ля нrlхождения центра сопряженшI строим дуги
окружностей с радиусами R*Rl, из центра окружности радиуса Rl точки О1, и R-
R2, из центра окружности радиуса R2 точки О2. После чего соединяем центр
сопря)кеншI точку О с цеrrграми окружностей О1 и О2 прямыми и на пересечении
с линиями соответствующID{ окружностей получаем точки сопря)кениrI А и В.
Затем строим сопряжение.

0,

к.

l

t
t

ý
1'|
U:

}
t
,

/

I лU

Ё

P4i

i
]
t

0,
t.
l1

t
l

ъý*

*
д,

t
,1

I
f
ý

.+ l
ф
€
l
l
]
t

l
i
*

I
t

t
I

,f



Различные случаш сопряженшй прп черчешпш чертежей.
Аца_гlцз чертежа

Пусть требуется построить чертеж прок;Iадки (рис. 1, а). Как видно lа:з

чертежц контур проIшадки образуется в резуJьтате построеш{я соrтряжения
окружностей, имеющI]D( радиус 20 мм, дугой окружности Rl 12. Изобр€}зив в
стороне этот слу{ай сопряжениrI (рис. 1, б), замеч€lют, что центр дуги сопряжения
о должен находиться от центров мtIшх окружностей на расстояниях, равных
сумме радиусов окружностей: 20 + 1|2: 132 мм. !ля построенIбI це}rгра О из
центров мЕlJIых окружностей лугой радиуса l32 мм делzlют засечки. Соединlш
точку О с цеrrграми м€tлых дуг, получают точки сопряжения Ли В, между
которыми и проводят дугу R 1 12. В рассматриваемом примере имеет место
внешнее касание дуг, при котором цен,гры нtlхолятся по рitзные сl,ороны от точек
сопряжею-ш.

Сопряжение прямых; линий с окружностями часто встречаgгся в TaKID(

дет€Lпях, как гаечные кJIючи, шатуны, рtlзлиtlные рыч€ги.
Пусть требуется начертить контур головки шатуна (рис. 2, а).В чертеже имеет

место сопряжение окружности R 20 с прямой, идущей параллельно оси шатуна на

расстоянии 11 мм от нее, дугой радиусаR 15.

IfeHTpe (рис. 2, б) доJDкен нilходиться от окружности на расстоянии 15 мм, а 0т
цеЕгра окружности на расстоянем 20 + 15 : 35 мм, в то же самое время он должен
находиться на расстоянии 1 l + 15 : 26 мм от оси шатуна.

!ля нахохtдениrl центра О проводят дугу радиусом 35 мм и прямую, -

параллельную оси шатуна на расстоянш,26 мм от этой оси. Точка пересечениrI

дуги и прямой определит искомый

Рис. 1. Сопряжение

Риа. 2. Сопряжение прямой с

*

центр.



Рис. 3. Практический пример сопря)кения
Соединяют цешгр дуги сопряlкениrl О с цеrrгром окружности, находят первую

точку сопряжения Л; опускают перпендикуляр из точки С на црямую, находят
вторую TotIKy сопряжения Б. Между точкам}t сопряжеши А и В провомт дугу
сопрюкениrI R 15.

Пусть требуется начертить рычzг криволинейной формы (рис. 3, а).
Предполiгilют, что задачарешена: цеЕгр дуги R l05 найден Фис. 3, б).
Определ.lпот, чему будет равно расстояние от центра дуги сопря)кения О до
центра окружности 0 40. Очевидно, что оно будет равно р€lзности радиусов 105-
20 : 85 мм. Таким же ttутем находят расстояние от центра дуги сопряжения О до
центра окружности 0 60 (105 - 30 : 75 мм). Пользуясь найдеrгrшми величинами,
из центров окружностей делают засечки, пересечение которых определит точку
о. Соедлпlяя найденlтый чекгр о с чеrrгрitми окружностей 0 40 и 0 60, на
продолжении линий находят точки сопрюкения А и В. В примере имеет место
вIтугреннее касание дуг, при котором центры находятся по одну сторону от точек
касаниrI.

Центр Ох для проведения дуги R 58 предлагается найти сilмостоятелъно.
Подобrшй слуlай сопряженшI уже рассматривчLлся на рис. 1. Точки сопряжения
находят по общему правилу, известному из геометрии: центры касающихся дуг и
точки их касания (сопряжения) всегда лежат на одной прямой.

Построение окрухсности" проходящелi через задалцr}rю точк}, А pl касшощел"tся

данной ощlужности в заданной точке В.
Находlдл середину прямой линии АВ. Через середину линии АВ поводим

перпендикуляр. Пересечение продоJDкения линуlrl ОВ и перпендикуляра дает
точку О1. О1 - центр искомой окружности с радиусом R: ОlВ: ОlА.

Внутреннее касание окружности и дуги.

Построеtп.tе сопряжения окружности с прямой линией в заданной на прямой
точке А.

Из задаrrной точки А линии LM восстанавливаем перпендикуляр к прямой
линии LM. На продолжении перпендикуляра откладщваем отрезок АВ. АВ : R.
Соедлtняем тоIIку В с цеrrтром окружIIости О1 гrрямойr.

Из точки А проводим прямую линию парuшлелъно ВО1 до пересечеЕиrI с
окружностью. Получим точку К - точку касаниJI. Соединим точку К с центром
окружЕости Ol. Продлим JIинии ОlК иАВ до пересечения. Полуrим точку О2,
котор€ш явJuIется цеt{тром дуги сопряжения с радиусом О2А : О2К.



Сопряжение окружности с прямой в заданной точке.
Построение сопря)кения окрyжности с прямой линией в заданной на

8шlужцости точке А
BHeu,lHee касанuе.

Проводrтм касательную к окружности через точку А. Пересечение касательной с
прямой линией LM даст точку В.
!елим угол, образоваr*rый касательной и прямой лr,шией LM, пополitм.
Ilересечение биссектрисы угла и продолжения радиуса ОА даст точку Ol. Ol -

цеtrгр дуги сопряжения с радиусом ОlА: OlK.

Сопряжение окружности с прямой в заданной точке на окружности

Внуmреннее касанuе.
Проводим касательную к окружности через точку А. Пересечение касательной с
прямой LM даст точку В. Щелим угол, образованный касательной и прямой
лиrпаей LM, пополам. Пересечение биссектрисы угла и продоJDкения ралиуса ОА
даст точку О1. О1 - цеIrтр дуги соцря)кениlI с радиусом ОlА: ОlК.

в

Сопряжение окружности с прямой в заданной точке на окружности

заданного ради_чса.
Проводим из цеIrтра дуги О1 вспомогатеJьную дугу радиусом Rl-RЗ

Проводlшл из центра дуги О2 вспомогатеJIъную дугу радиусом R2+R3.
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Пересечение дуг даст точку О. О - центр дуги соцряrкения с радеryсом R3. Точки
касания К1 и К2 лежат на линиJtх оо1 и оо2.

Сопряжение 2-х неконцентрических дуг окружностей лутой.

Построение лекальной крIвой подбором дуг.
Подбирая центры дуг, совпадающих с r{астками кривой, можно циркулем

вычертить любую лекчrльную кривую.
Щля того чтобы дуги tlл€lвно переходили одна в другую, необходимо, чтобы

точкрI рж сопряжен}ш (касания) rrаходlлись на пряNIых лин}uIх, соедшuIющ}Iх
центры этих дуг.
Последовательность построений.
Подбираем центр 1 дуги произвольного участка аЬ,
На продоJDкении первого радлryса подбираем центр 2 радиуса дуги участка Ьс.
На продолжении второго радиуса подбираем центр 3 ралиуса дуги участка cd и т.

д.
Так строим всю кривую.

а

с

Подбор луг
IIостроение сопряжения двух параrrлельных прямых дв}zмя дугами.

Задаrцтые на прямых пар€tллельных линиJIх точки А и В соеди}uIем линией
Ав.
Выбираем на прямой АВ произвольную точку М.
!елим отрезки АМ и ВМ пополам.
Восстанавливаем в серединilх отрезков перпендикуляры.
В точках А и В, заданных прямых, восстанiIвливаем перпендикуляры к прямым.
Пересечение соответствующих перпендикуляров даст точк[I О1 и О2.
Ol цеrrтр дуги сопряжения с радиусом OlA: OlM.
О2 центр дуги сопряжения с радеryсом О2В : О2М.
Если точку М выбрать на середине линии АВ, то радрryсы дуг сопряжения будуг
равны.
Касание д}г в точке М, находящейся на линии ОlО2.



СопряженрIе пар{ШлельныХ прямыХ дв}мЯ дугамI1
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Грфическая рбота Ne2. Сопряжения.
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Тема 3.1
Проечирование точкн.
Комшлексный чертеж
точкп.

Щель работы:

Пракгпческаfl работа (Упражнение)

Проециров€lние точки на три плоскости проекций.
Комгшексный чертеж точки

ул4еmь: измерять координаты точки
читать комплексные чертежи проекщшi точек
строить третью проекцию по двум заданным
знаmь: проецирование тоtIки на три плоскости
проекrц,rй
комrrлексtшй чертеж точки
расположение точек относительно плоскостей
проекrцай

форлtuроваmь обu,уuе u профессuонсlльные
кол4пеmенцuu:
стремиться к саморазвитию, повышенtдо своей
ква-гlификащ{и и мастерства,
использовать иrrформационно-коммуникационные
технологии NIя совершенствов€lниrl
профессионаьной деятеJьности



РАЗДЕЛ <dIРОЕКЦИОННОЕ ЧЕРЧЕНИЕ> (основы начертательной
геометрии)

IIроецирование точки. Комплексный чертёжr точкп

Метод проекции. I]еrrгра-lrьное и парirллельное проецирование.

Метод проекщай предпол€lгает нiLпичие объекта проецирования, проещ,{рующих
луrеЙ и плоскости проекцrЙ, на которую осуществляется проецирование. На рис
2.1 предст€lвлены: простейший геометрический образ - точка А, плоскость
проекrrий т0 и проецирующий луч Р, проходящий через точку А.

ý д

Рис.2.|

Проекцией точки А0 на плоскость проекций т0 явJuIется точка пересечения с
плоскостью проекtц,lй проецирующего лrIа, проходящего через задакryю точку.
Так как шобой геометри[Iескlй образ можно рассматривать K€tK множество точек,
то построение проекции этого образа сводится к построениrIм проешцй
отдельных его точек. Существуют центраJIьные и параллельные проекIц4и.

При центрalльном проецировании все проецирующие лучи исходят из одной точки
пространств4 называемой центром проецированиrI. На рис. 2,2 приведены
плоскостъ проекrц,Iй fi, центр проецированиrI Р и объекты проецировЕlнрul - точки
А, В, С. .Щля построенлш проекций этих точек на плоскости проекчIй проводим
из центра проекций через тотIки проецирующие лучи. Пересечение этих лучей с

плоскостью проекщай дает цекцральные проекIц4и точек А, В, С.
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Рис.2.2.

Если цеЕгр проецированиrI уд€tлить в бесконечность, то проецирующие лучи
будут цроходить параллельно друг другу. При этом считztют, что направление
проецировilния задано. На рис. 2,З данаIIJIоскость проекцлй п, объект
проеtиров€lния - линии АВ, АС и напрilвление проещ{ровtlниrl Р. Щля получениJI
параJшельной проекции JIинии АВ, через точки А и В, опредеjulющие эту линию
проводим проецирующие лу{и парfiллельно заданному направлению
проецировtlния Р. Пересечение этих лучей с плоскостью проекции 7[ и даст нам

решение даrrной задачи.

\ р

Рис.2.3.



В зависиruости от нацравленIбI проеIирующих лrIей по отношению к плоскости
проекций рttзличilют косоугольные (cl90o) прямоугоJьные (ортогоналъные)
(с:90о) пар€rллельные проекции. Свойства центрilJIьного проецирования :

1. Проекцией точки явJuIется точка;
2. Прямая, не проходящ€uI через цеЕгр проещ{рованиrI, проецируется прямой
(проецирующая прямzш - точка);
3. Г[поская (двумерная) фегурц не принадлелаlц€ш проеtц{рующей плоскости,
проециру ется двумерной фшур ой (фигуры, принадле2lаrr{ио пр оеIшрующей
lrлоскости, проеIцФуются вместе с ней в виде прямой);
4. Трехмернiш фrпгура отображается двумерной;
5. При заданном центре проещ,IрованиrI фигуры на пар€шлелъных Iшоскостях
подобrты;
6. Щенгральное проецирование устанавливает однозначное соответствие между

фигурой и ее изобр€Dкением (кшrофильм, фотопленка).
Пр и пар алrлельном пр оециров чlнии сохр ашIются в се свойств а центр ilJIъного
проецирования, а таюке появJUIются новые:
l. Если отрезок прямой делится точкой в определенном отношении, то и длшIа
проекции отрезка делится проекцией этой точки в том же отношеюли 2.

Проекцlла рzlвных по длине отрезков взаимно параJшельных црямых вз€lимно

параjшельны и равны по дIIине:
3. Г[поская ф-ура, параплельнЕuI lrлоскости проекции, цроецируется на эту
плоскость в такую же фигуру;
4. Пара_шлельный перенос фигуры в пространстве или плоскости проекций не
изменяет вида и рчlзмера проекlии фшуры.

2.2. Образование чертежа на двух и трех Iшоскостях проекции.

Рассмотренные выше методы проецированIбI позволяют построить проешц{оrшый
чертеж заданного геометршIеского образа, но не позвоJuIют решить обратную
задачу - представить образ по его проекщ{и, т.е. нет обратимости чертежа.
Наиболее полное представлеЕие о геометрическом образе дает проеIц4рование на

две и три взаимно перпендикуJIярные плоскости проекчий, которые затем
совмещают с Ilлоскостью чертежа. Этот способ полгIения комплексного чертежа
был предложен французским геометром Гаспаром MornKeM (рис. 2.4). На рис.
2.4, а изображены две взitимно перпендикулярные Iшоскости. горизонтальнtt I

плоскость проекrцй п1 и фрокг€tльн€ul IIJIоскость проешцIйп2, Литrия

пересеченшI двух I1поскостей проекций называется осью проекrчй (х, п|lп2). Пр"
совмещении Iшоскости проекцIй т1 с плоскостью чертежа, в которой

расположена плоскость проекrцй т2, полl^rаем комIIJIексный чертеж (эпюр
Моrпка) точки А фис. 2,4, б). Лшп.rя А"А' н€lзывается вертика-irьной линией связи.
Отрезок А"АХ характеризует удаление точки А от IIJIоскости пL и является
координатой Z (аrтлликатой), А'АХ харакгеризует удчlление точки А от
ппоскости п2 - координата Y (орлината).
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Несмотря на то, что проецированIбI на две взitимно перпенд{куJuIрные
IuIоскости проекции дает нам обратимость чертежа во многI/D( случtшх для

решения задач необходимо три и более проекцI4I. Поэтому вводят три и более
плоскостей проекчий. Введем в систет"rу п|lп2 третью вертикstJIьную плоскость
проекций, перпендикулярную к Irпоскостям проекций пl и п2 рис.2, 5. Эта
плоскость проекlпай называется профилъной и обозначается т3. В этой системе
оси проекций z иJлипZlтЗ, у или п|lхЗ являются линиями пересечениrl

фроrrгальной и горизо}Iталъной Irпоскостей проекlшй с профилъной
соответственно. Пересечение всех трех осей шроекIдрrй - точка О. фис. 2.5.)
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Тема 3.2
Проечировапие
отрезка прямой

Щель работы:

Пракгическая работа (Упражнение)

Проецирование отрезка прямой линии на Tp}I

rrлоскости проекций. Комгшексный чертеж прямой
линии.

yfuIemb: читать комплексные чертежи проекций
отрезка прямой
строить третью проекцию отрезка прямой по двум
зад€lнным
знаmь,. проецировtlние отрезка прямой линии на
три lrлоскости проекrцлй
комплексный чертеж отрезка прямой

расположение прямой относительно гшоскостей
проекщий

формuроваmь обu4uе u профессuонсlльньtе
коJипеmенцuu:
стремиться к сilп,lорitзвитию, повышению своей
ква_шифшсilцIи и мастерства;
использовать шrформаlионно-коммуникационные
технологии ц|я совершенствовчlниrl
профессионatльной деятельности



Прямая липия.

.Щля того чтобы построить проекцию прямой линии, достаточно построить
проекции двух ее точек и одноименные проешии соединить. Относителъно
rrлоскостей проекций прям€ш может з€lнимать рzlзличные положения. Если прямiul
непарчrллельная и (или) неперпендикулярнчuI ни одной lrлоскости проекций ее

н€}зыв€lют прямоri общего положения (рис. 2.6,).

f
у |t/

,1

я

Рис.2.6.

Если прям€ш паралJIеJIьна одной из ш.llоскости проекuий, ее нilзывают прямой

уровня (рис. 2.7ц б, в). Проекция прямой, KoToptul непараллельнiш оси проекrшй,

цр едставляет натур ilJlb ную в еJIич ину отр езка прям ой.
Прямая, которая параллельна горизонтilльной плоскости проекций называется
горизонта"llьной прямой (рис. 2.7, а).

Прямая, параJrлельнсш фронтальной плоскости проекций, называется фронтальной
прямой Фис. 2.7,6).
Прямая, параллельнiш профильной плоскости проекций, нilзывается профильной
прямой (рис. 2.7,в), Прямая, перпендикуJIярнiш плоскости цроекций, называется
проецирующей прямой. На рис. 2,7, r приведена горизонт€uIьно - проецирующая
прямtш, рис,2.7, д - фро}rгiшIъно - проецирующая прямtш, рис.2.7, е - профильно -

проещ{рующая прямая.

Щве прямые в пространстве могут пересекаться, быть парitллельными и
скрещиваться фис, 2.8).

Если прямые АВ и С.Щ параллельны, то их одноименные цроекции параллеJIьньI

Фис.2,8а).
Есrп.r прямые АВ и С.Щ пересек€lются в некоторой точке Е, то проекции этой точки
лежат на одной линии связи Е' Е" (рис. 2,8, б).
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Если прямые АВ и С! скрещиваются, то точки пересечения l -2 и З-4
одноименных проекчий не лежат на одной линии связи Фис. 2.8, в). При этом
представляет интерес, Kzжtul из изображенных на чертеже прямых выше другой
и-пи блшцсе другой к набrподатеJIю. Это определяется рассмотрением
конкурирующих точек скрещивающихся прямых, проекции которых на одной из
плоскостей шроекчий совпадitют. Из рис. 2.8, в видно, что цри взгляде сверху. по
стрелке М, на плоскости проекIшй т1 точка 3 прямой СД закрывает точку 4
прямой АВ, поэтому- 4I показано в скобках. При взгляде спереди, по стрелке N
точка 1 прямой С,.Щ закрывает на Iшоскости п2 точку 2 прямой АВ, поэтому 2II
покчвано в скобках.
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Тема 3.3
IIроечллрование
ШЛОСКОСТIЛ

Щель работы:

Пракгическая работа (Упражнение)

расположение плоскости относительно
плоскостей проекцlй. Расположение плоскости на
комплексном чертеже,

ул4еmь: читать комппексные чертежи плоскости
зн аm ь,. проеtшрование плоскости на комплексном
чертеже

расположение плоскости относительно
IuIоскостей проекций
взаимное расположение гшоскостей

формuроваmь обtцu,е u профессu,онсLпьные
ко-ь4пеmенцuu:
стремиться к сilмор€tзвитию, повышению своей
ква-гlифlжаlц{и и мастерства;
использовать шlформационно-коммуникационные
технологии дlш сов ершенствовilниrt
профессиона.пъной деятельност}1



Плоскость.

Плоскость на чертеже (рис. 2.9) может быть задана проешs.шми трех точек,
не лежащими на одной прямой (а), прямой и точкой, взятой вне прямой (б), двумя
пересек€lющимися прямыми (в), двумя пар€шлелъными прямыми (г), плоской

фигурой, нilпример, треугоJьником (д). следами Iшоскости, т.е. линиями, по
которым ппоскость пересекает IIлоскость проекцIй (е). Плоскости относительно
плоскостей проекчий могут зzlнимать общее и частное положение, Плоскость, не
перпендикулярнiи ни к одной из гшоскостей гrроекций н€вывается Ilлоскостью
общего положения (рис. 2.10) Плоскости частного положениrI рilздеJlяются: на
плоскости, проеtц.Iрующие - перпендикулярные одной из rIлоскостей проекrцлй, и
на тrлоскости уровrш - параллельные одной из Iшоскостей проекций.
Проечирующие пл о скости р itзлшI €lют : а) гор из онт€tJьно-пр оецирующие
(гшоскость перпендикулярна т 1); фис. 2,11). б) фрокг€lльно-проецирующие
(плоскость перпендикулярна т 2); фис . 2,|2). в) профпьно-проецирующие
(гшоскость перпендикулярна п 3); (рис, Z.L}). Плоскости ypoBIuI различшот: а)

горизонтзlльные (гшоскость паршlлельнtш т 1) (рис,2.14, а); б) фронтальные
(rшоскость параJIлсльнtuI т 2) (рис.2.|4, Ф, в) профильные (плоскость
параллельн€ш т 3) (рис.2,|4, в); Лиtпаю пересечениrI IIлоскости с плоскостью
проекrщй н€вывают следом (рис. 2,13). Лшrшо пересечениrI плоскости с
плоскостью проекции 7t 1 назывшот горизонтttльным следом (т'), с плоскостью
гrроекцLrи п 2: фрокга-lrьным оледом (?Е "), с IIJIоскостью проекrц,Iи т 3 -
ПРОфильным следом (т "'). В плоскости можно ttровести множество прямых, К
пРямым, занимающим особое положение в Ilлоскости, относятся горизонт€lJIи,

фРонтали Фис. 2.15) и линии наибольшего наклона (линии ската) к плоскости
гцrоекr+r+й. Горr,rзоrrглIь - црямая, пежащая в I]JIоскости и параллельная
горизонтальной IIлоскости проекций (п l). На рис. 2.16, а проекции горизонтzIли
цроведены через проекIши с", с'точки С и 1", l'точки l прямой дВ плоскости,
заданноЙ проекциями точки С и прямоЙ АВ. Фроrrгшrъная проекщш Cll1ll
гоDизонТ€lпи параллельна оси х. Фронта-пь - прямчш лежапIая в IIлоскости и
пар€}ллеЛьнчШ фронтальной г1.1tоскости проекrций (п 2). На рис. 2,|6,б гтроекuии
фронтагlи проведены через проекции l". l' и 2",2' точек 1 и2просшtий л''В'',
А'В', C"D", C'D' пара.llлельных црямых АЕ} и CD заданной плоскости.
ГоризоrrгаJIьнiUl проекциrI 1'2' фронтапи параллельна оои х.
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Тема 3.4
Аксошометршческше
проекцпп

Щель работы:

Пракгическая работа (Упражнепие)

Виды tlксонометрическID( проекIшй:
прямоуголъные !l косоуголы{ые,
АксонометриtIеские оси. Показатели иск€DкениrI.

ИзображениrI геометри[IескLD( фигур в

аксонометрической проекции.

ул4еmь : rзображать плоские фигуры, окружности и
модели в fксонометрических проекциях;
зн аm ь,. виды аксонометриttеских проекций :

прямоуголъные и косоугольные; показатели
искrDкениrI;

форлtuроваmь обuluе u профессlлональньtе
компеmенцuu:
стремиться к саморilзвитию, повышенlдо своей
ква-пифшсаtцш и мастерства,
использов ать информационно-коммуникационные
технологии дJIя совершенствования
профессиона_ltьной деятельности



ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ ОБ АКСОНОМЕТРИtIЕСКИХ ШРОЕКЦИЯХ

При составлении техниLIеских чертежей иногда возникает необходимость

наряду с изображенIбIми предметов в системе ортогональных проекrцлli иметъ
более наглядные изображениrI. .Щля такrж изображеrшй применrIют метод
аксонометриtIеского проеIшрования (аксонометрия 

- 
греческое слово, в

дословном переводе оно означает измерение по осям; аксон 
- 

осъ, метрео 
-lrзмеряю).

Госуларственrrый стандарт устанавливает HecKoJrъKo видов
€lксонометриttеских проекцlй. Для построения наиболее н€гJuIдных изображенlй
применяется прямоугольная изометрическая проекция (кратко - изометрия, от
греч изо - равtшй, одинаковый). Положение €lксонометрическlD( осей этой
проекции приведено на рисунке 1, а. Как видно из чертеж4 оси проекции в
изометрии располагаются под углом 120" друг к другу. При построении ф*ур
размеры отрезков по осям х0 у0 z0 откладывают без изменениrI, т. е.

действительные.
а ZФZ

so
х

0
,r у

6а
Рис. l

В том случае, когда действительные рilзмеры берут только по двум осям
(х0, z0), проешц.Iю называют диметрической (от греч. ди - дважды).
Положение осей диметрической проекIцд4 дано на рисунке l, б.

Сущность метода аксонометрического проецшрования: предмет вместе с
осями прямоугольных коорд{нат, к которым он отнесен в простр€tнстве,
проецируется на некоторую плоскость так, что ни одна из его координатных осей
не проецируется на нее в точку, а зна!Iит сам предмет проецируется на эту
плоскость проекций в трех измерениях.

На рис, 2 на некоторую плоскостъ проекщлй Р спроецирована нilходящ€lяся

в пространстве системакоординат х,у, z. Проекциихр,ур,
zp осеЙ координат на Iшоскость Р назывчlются аксономеmрuческulйu осял4u.
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у
Рис.2

На осях координат в прострilнстве отложены равные отрезки е. Как видно из
чертежа, их проекции ех, еу, ez наплоскость Р в общем слуIае не равны
отрезку е ине равны между собой. Это значит, что рaзмеры предмета в
€жсонометриtIеских проешщях по всем трем осям иск€Dкzlются, Изменение
линеЙных рitзмеров вдоJь осеЙ харакгеризуется показателями (коэффшrиентами)
иск€Dкения вдоль осей.

Показателем искажепия н€вывается отношение дJI}rны отрезка на
uксонометрической оси к дшине такого же отрезка на соответствующей оси
прямоугольной системы координат в прострilнстве.
Показателем искчDкен}ш вдоль оси J обозначrдл буквой t,
по оси у - буквой, m, по оси z - буквой r,
тогда: lгех/е; m:еу/е; п:еz/е.
Величина показателей иск€Dкения и соотношение между ними зztвисят от
расположения шоскости цроекций и от направлениrI проеtlирования,
В практrпсе построениrI аксонометриЕIеских проекций обычно пользуются не
самими коэффиrцаент€tми IIск€DкенIбI, а некоторыми велиt[ин€tм}I
пропорционilльными велиtIинам коэффиIшентов искажениrI . К, М, Ir{ : k: m: п.

Эти величины н€lзывают приведенными коэффициентамII нскажения.

КЛАССИФИКАЦИЯ АКСОНОМЕТРИtIЕСКИХ ШРОЕКЦИЙ

Все множество чtксонометриtlеских проекrцлй подразделяется на две группы
l Прямоугольные проекцшш - полуIены при направлении проецирования,
перпендикуJIярном €ксонометрической плоскости.
2 Косоугольные проекцни * получены при напрilвлешilr проецировitшш,
выбранном под острым углом к аксонометриtIеской плоскости.
Кроме того, кtDкд€ш из указанных групп делlrгся еще и по признЕку соотношения
аксонометриЕIеских масштабов или показателей (коэффициентов) искажения. По
этому признаку аксонометриlIеские проешц{и можно разделить на следующие

виды:
а) Изометрпческие - показатели искzDкениrI по всем трем осям одинаковы (изос

- 
одтд{аковый).

б) Щшметрическше - показатеJlи иск€Dкения по двум осям равны межлу собой, а

третий не p€lвeн (дп, - двойной).

х



ПРЯNIОУГОЛЬНЫЕ АКСОНОМЕТРИЧЕСКИВ IIРОЕКЦИИ

Прямоугольная изометрическая проекцшя
В прямоугольной изометрии все коэффищленты равIlы между собой:

k:m:п,k2+m2*п2:2, ,-
тогда это равенство можно записатъ в виде 3k2:2,откуда k: {213 ý 0,82 

.

Таким образом, в изометрии пок€lзатель иск€Dкения равен - 0,82. Это означает, что
в прямоугольноfл изометрии все размеры изобрiDкаемого предмета сокращаются в
0,82 раза. fuя упрощениrl построешлr1 используют цриведенные коэффициенты
искiDкения k:m:n:l, что соответствует увеличению рчlзмеров изобр€DкеншI по
ср€lвнению с действительными в 1,22 раза (1:0,82 -|,22).
Расположение осей изометриtIеской проекIц{и покrlзtlно на рис. 3.
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Jrr ý
АЕ" 1.224
CD,0,?d
Ы, Е|,d

rуа

I

t'

уtд

а

а
t

qра

9

Рис. 3. Прямоугольнiш изометриrI.
Прямоугольная диметрическая проекция

В прямоугольной диI\{gтрии показатели искажения по двуN{ осям одинаковы,
т. е. k: п. ТретиЙ показатель искчDкения выбираем вдвое меньше двух других, т.
е, m:|lZk. Тогда равенствоk2+m2+п2:2 примет такой вид.2|а+ll4k2:2; откуда
, .iE7ý лл"к- v , -v,y+;
m:0,4'l,
В целях упрощеншI построений используем приведенные коэффициенты
искажения: k:n:l;m:0,5. Увеличеrпае в этом случае составляет бО/о (выражается
tмслом Рисунок 4 1,06:1:0,94).
Расположение осей диметрической проекtии покilзalно на рис. 4.
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Рис. 4. Прямоугольнtш диметрIш.

ЛКСОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРОЕКЦИИ NIНОГОУГОЛЬНИКОВ.

Построеrтие €lкc онометриче cKlD( проешs{й начинают с пров едениrI о сей.
Параллельно им откJIадывают рirзмеры отрезков.
Рассмотрим построение Еlксонометрическш( проекцlй ImocKI,D( геометрических
фшур, расположенных в горизонтальной плоскости. Построен}ш даны в
изометрической проекIши.
Треугольrпак. Срплметрично точке 00 фис. 5) по оси х0 откJIадывttют отрезки
СOА0 и 00Е0, равные половине стороны треугольника а по оси у0 - его высоту 00С0
Полуrенные точки А0, В0 и С0 соедшuIют отрезками црямых.

{

рис. 5

КВАДРАТ. По оси х0 от точки 00 фис. б) откладывают отрезок ц равный стороне
квацрата, вдоль оси у0 - также отрезок а. Затем проводят отрезки, парадлельные
отложенным.
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рис. 6

ШЕСТИУТОЛЬНИК. По оси х0 вправо и влево от точки 00 (рис. 7) откладывают
отрезки, рtшные стороне шестиугольника. По оси у0 симметриtIно TotIKe
00откладывtlют отрезки, рав}rые половине расстояния L между
противоположными сторонами шестиугольника, т. е. Ll2

.l

рис.7

АКСОНОМЕТРИЯ ОКРУЖНОСТИ
В общем случае окружность в асонометрlшl изобрчDкается в виде эллипса.

В прямоугольной zксонометрии большчш ось этого эллипса перпендикулярна
координатttоli оси, отсугствl,ющеI1 в Iшоскости проекrцтй, которой пар€tллельна
плоскостъ окружности Фис. 8 а Ф.
На этом рисунке покilзtlны положениrt осей элJIипсов и их рilзмеры в
прямоугольной изометрии фис. 8 а) и в прямоуголъной диметрии (рис. 8 б).

z01.
0.910 0

tO.gB 0) (0,9t, 0)

0
{0. 9ъ

0)

х в)
7в}

х

а д Рис. 8.

Задание ЛЬ1
Выполните црямо угоJIъны е и из ометр иtrеские пр оекlши ге ометриtIеских

ф-ур: квадрата со стороной 50 мм; правильного треугольникц вписанного в
окружность О50 мм; правильного шестиугольника, вIIисанного в окружность О50
мм и круга О50 мм.

г-

rl 0l rl rl

Рис. 9. Прямоугопьн€ш и изометриtIеские проекции квадрата
Щля выполнен}uI изометриtIеской проекции любой детttли необходимо знать

правила построения изометриtIеских проекций плоских и объемных
геометриtIескIо( ф*ур.
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Пр авила постр oeHIбI из ометриIIескID( проекций геометрич еских фигур.
Построение лпобой гlлоской фигуры следует начинать с проведения осей
изометри ческих проекций.
При построени}I изометриLIеской проекции квадрата фис. 1) из точки О по
аксонометриtIеским осям откладыв€lют в обе стороны половину длины стороны
квадрата. Через полученные засечки проводят прямые, параллельные осям.

Рис. 1 0. Прямоугольнtш и изометрические проекIц{и треугольника

При построении изометрической проекIии шестиугольника Фис. 3) из
точки О по одной из осей откладывают (в обе стороны) ралиус описанной
окружности, а гrо другой -Hl2. Через полученные засечки проводят прямые,
пар€шлельные одноI"I из осей, и на них откjIадывают длину стороны
шестиуголъника. С оединяют полученные з асечки отрезками црямы х.

rl бl r} rl
Рис. 1 1 ПрямоугольнzUI и изометри!Iеские проекIц,tи шестиугольника

При построении изометриtIеской проекции круга Ф"с. 4) из точки О по осям
координат откJIадывatют отрезки, равные его радиусу. Через полученные засечки
проводят прямые, параллельные осям, получtUI аксонометрическую ttроекцию
квадрата. Из вершин l, 3 проводят дуги CD и KL радlтусом 3С. Соединлот точки
2 с 4,3 с С и 3 с D. В пересечениях прямых поJtг{ilются центры, а и б ма-шых дуг,
проведя которые получrlют ов€UI, заменяющий аксонометрическую проекцию
круга.

Прямоуzол ьн ая u зоме mр u я
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Рис. 1 2. Прямоугольнrш изометриrt, цроешши окружности
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При построении аксонометрической проешц{и предметов BzDKeH

правиJьный выбор её вида. Вид аксонометриtIеской проекции
опредеJuIется сложностью и особенностью формы изображаемого
объекта, rrеобходr,rм остью обеспечить наилуtIшую нагJuIдность и
вырчtзителъность изображения объекта. Прямоугольные проекц"ц qап{е

применrIют в качестве наглядrшх изображений.
Изображение предмета начинают с построениrI осей выбранной

zжсонометрической проекции, соответственно которьlм строятся
контурные очертания предмета.

П зOнсmрцча€кd R лрOс кчu,

I Z

1.Проведём оси. Строят переднюю
гранъ детаlJIи, откJIадывЕUI

действрrгеjьные размеры по осям Х,
Y, Z.
2.Из вершин полу{енной фшуры
проводят параjшеJIъно оси Y рёбра
уходяIцие вдitJIь. Вдоль них oTKJIaдI-
вают рtlзмер тоJпIIины детали.
3.Полуrенные засечки соединrIют.
4.Удаляют лишние линии. Обводят видимый
контур.
Вншrцашае на экран!

Сравrшать €ш(сонометриtIеские
проекции моделей, выполненные в
изометрии и фроrrгалъной
диметрической проекщ,Iи.
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Условности в аксоцометрпи (штриховка в аксонометрических
проекциях).

Линии штриховки разрезов и сечеrпй в аксонометриtIеских проекциях
выпол}uIют параллеJьно одной из диilгоналей квадратов, стороны которых
расположены в соответствующI,D( координатных плоскостях пар€rллельно
z}ксонометрическим
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Тема 3.5
Проечирование
геометрпческпх тел

Щель работы:

Пракгшческая работа Лb3

1 .Построение гроекщй геометрических тел.
2.Построение комnпексных чертежей ll
геометриIIе сш{х проекrцй ге ометрич еских тел с
нахождением проекцIй точек, пршIадлеж€шцих
поверхности данного тела.

умеmь: строить цроекции геометрршеских тел;
опредеJUIть проекции точек, принадлежащIж
поверхностям, строить аксонометрические
проекrии геометриtIескIж тел :

зн аmь,. способ построеншI проекulй
геометрическlD( тел;

формuроваmь обtцuе u професслtональные
компеmенцuu:
стремиться к сtlмор€tзвитию, повышенlдо своей
квалификаlцм и мастерства;
использовать информаIц/tонно-коммуникационные
технологии цlя совершенствования
про фессиональной деятеJьности



Проекция призм

Построение проекщй правильной прямой шестиугольной призмы (рисунок
13.1) начинается с выполненрu ее горизоIIтальной проекции - правильного
шестиугольника. Из вершшr этого шестиуголъника проводят вертик€lльные линии
связи и строят фроrrгальную проекIIдо нижнего основанIбI призмы. !анная
проекция лвображается отрезком горизонтацьной прямой. От этой прямой вверх
откJIадIв€Iют высоту призмы и строят фроrrга-lrьную проекцшо верхнего
основанIц. Затем вьFIерчивilют фроrrгалъные проекции ребер - отрезки
вертик€IJIъных прямых, р€lвные высоте призмы. Фроrrга-гlьные проекции передних
и заднIlD( ребер совпадают. Горизоrrга,льные проешщи боковых гранеЙ
изображаются в виде отрезков прямых. Передняя боковая грань 1234
изображается на плоскости V без иск€DкенIбI, а на плоскости L[/ - в виде отрезка
прямой. Фрокгальные и профильные проекlц{и ост€tльных боковых граней
изображается с искiDкением.

t* i

I

Рн*l,нок

На рисунке 2 представлены фронталънtц, горизонталъная проекции
цравиjьной гпарамиды и ее изометриtIеское изображеrше.
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Рисунок 2

Построеr*rе горизонтальной и фроrrгальной проекции цилиндра и
изометрической проекции tилиндра показано на рисунке 3.

Построение начинtlют с изобрtuкениrl основаниrr цилиtцра, т.е. двух
проекrцrй окррIrности. Так как окружность расположена на плоскости F1, то она
проеIшруется на эту плоскость без иск€DкениrI. Фроrrгальн€ш проекция окружности
представляет собой отрезок горизонтшьной прямой луIнvм) равlшй диаметру
ОКРУЖНОСТИ OCHOBaHLUI.

После построениrI основаниrI на фронга-lьной проешщи проводят две
очерковые (краfoiие) образующие и на них откJIадывzlют высоту цилIшдра.
Проводят отрезок горизонталъной прямой, который явJuIется фронтальной
проекцией верхнего основаниrI цилиндра.

Во вт,ором случае (рисунок 56) вспомогательной rrинией, проходящей через
точку А, будет окружность, расположенн€uI на конической поверхIIостII и
парirллеJьн€ш rrлоскости li Фронтzlльнчш проекция этой окружности
rвображается в виде отрезка Ь' с' горизонтальной прямой, велиtIина которого

равна диаметру вспомогательной окружности. Искомtul горизонтальнtц проекц}ш,
4 тоlIкиl находлпся на пересечении линии связи, опуIценной из
точки А', с горизонтtlльной ггроекции вспомогательной окружности.

Если заданнffI фроrrгальнtш проешия D'точки В расположена на коrrгурной
(очерковой) обрtвующей ýК, то горизонтaшьнtut проекциJl точки нtlходигся без
вспомогательных лlдтрtй (рисунок 5б).

В изометрической проекIии точку l, находящуюся на поверхности конусц
строят по трем координатам (рисунок 1З.З в),. хl:п, уд:ffl, zл:h.Эти координаты
последовательно отюIадыв€tют по направленLUIм, парчuIлеJьным изометрическим
осям. В рассматриваемом примере от точки О по оси х отложена коор.цинзlт8 Jа
:п; из конца ее параплельно оси у проведена прям€ш, на которой отложена
КООРДИНаТ1 ll:lfli ИЗ КОНЦа ОТРеЗКа, РаВНОГО И, ПаРаЛЛеЛЬНО ОСИ Z ПРОВеДеНа
прямzш, на которой отложена координата z.ц:h.В результате построений получим
искомую точку А

{
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Рисунок З

Определение недостrlющI/D( проекций точек l lt В, расположенных на
поверхности цили}цра (рисунок I3.3), по задalнным фронт.Lпьным проекциям в

данном слгIае затруднений не вызывает, так как вся горизонт€lльнiш проекLц/uI

боковой поверхности цилиндра представляет собой окружность, следовательно,
горизоtп€t"льные проекции точек Д u В можно найги, проводя из д€lнных точек, а' ll
Ь'вертlжitльные линии связи до их пересечения с окружностью в искомых точк€lх,
аиЬ.

Профильные проекции точек А u В строят также с помоlцью вертик€uъных
и горизонт€lJIьных rптrмй связи.

Проекции конусов
Наглядное изображение прямого кругового конуса показано на рисунке

|3.4аБоковая поверхность конуса полуt{ена враrт{ением отрезка B,S вокруг оси,
пересекающий отрезок в точке S. Последовательность построенIш двух проеtодtй
конуса покz}зана на рисунке 4б,в. Сначала строят две проекции ocHoBaHIm.
ГоризокгtLдънЕuI проекщ,{я основаниrI - окружностъ, Фрокгальной проекцией будет
отрезок горизонтальной прямой, равный диаметру этой окружности (рисунок 4б),
На фронта-пьной проешIии из середины основанIбI восстttвJulют перпендикуляр и
на нем откJIадывilют высоту конуса (рисунок l3.4B). ПолуIенную фронтttльнуIо
проекщ{ю вершины конуса соединяют прямыми с концами фронтальной
цроекции основания и получают фронтr}льную проекL{ию конуса,
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Рисунок 4
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Если на поверхности конуса задана одна проекция точки l (наприrчrер,

фронтальная проекциrI на рисунке 5а), то две другие цроекции этой точки
ОtlРеДеJulЮт С помоrII,ью всIIомогательных rrиний - образующей, расположенной на
поверхности коIIуса и проведенной через данн}.ю точку, апи окружности,

расположенной в IIлоскости, параJIлельной основанию конуса
В первом слr{ае (рисунок 5а) проводIт фронтаilьную проекцию s' а' f

вспомогательной образующей. Пользуясь вертикальной лиrrией с вязи,
проведенной из точки /', расположенной на фронтшrьной проекции окружности
основzlния, находят гор}rз онт€lлъную проекщлrо s/

Рисунок 5

Порядок выполнения работы

Заданне 1. На листе формата АЗ выполнить ортогонztJьные проекции призпш, её
изометрическое изобршсение, оцределить положение точек 1,2,З,4 на всех видах
(рисунок 6)
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Тема 3.б
Технпческое ршсование
и элементы
техпического
конструIrрования.

Щель работы:

Пракгическая работа ЛЬ 4

П.lrоские фигуры и fеометрические т,ела.

Выполнение техническIlD( рисунков
плоских геометриtIеских ф-ур.

уJilеmь: выполIlrIть изображения плоских фигур и
окружностей в IIлоскостях, параллельных
плоскости проекции;
выполнять технические рисунки
геометрическ!Lх тел и плоделей
знаmь,, зависимость технического рисунка от
выбора расположениrI €ксонометрических осей
форлtuроваmь обtцuе u профессuонсtльные
коJипеmенцuu:
СТРеМИТЬ СЯ К СUМОР ilЗ ВI/rГИЮ, ПОВЫ ШеНlДО СВ ОеЙ

квалификации и мастерства;
использовать шrформаIц{онно-коммуникационные
технологии дJUI совершенствов€lния
професслtона,rьной деятеJьности



Теоретическая часть

При выполнении рисунка плоскIж геометриIIескIж тел из всех
аксонометриtIеских проекrцлй чаще всего используют прямоугоJьную
изометриtIескую, прямоугольную и косоугольную диметрические проекции.
Начиншот построение с проведения осей симметрии параJшельно
ttксонометрическим осям. Направ.гrение iжсонометрических осей без чер,гежных
инструментов можно определить следующими способами.

!ля изометрической проекIц{и рztзвернутый угол на гл€}з делят на шесть
частей фисунок la), направленшI луrей, блюкних к горизонта-шьной линии,
будут соответствовать направлению осей Ох и Оу, ось Oz будет иметь
вертик€rльное напр€lвление. На рисунке lб показано построение осей по
клетоtIкаN{.
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Рисунок l l 1

.Щля косоугольной диметрической проекIши прямой угол деJuIт пополам
рисунок 2) и через точки деления проводят ось Оу. Стороны прямого угла
являются направлением осей Ох и Oz. На бумаге в кJIетку прямую иод углом
l5" (ось Оу) проводят как диагональ ILцеTKI,I.
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Для прямоугольной диметрической проекции (рисунок 3а) по
горизонтальной стороне прямого угла отюIадывают восемь одинаковых,
произвольно выбранной длины отрезков. Из конца последнего, восьмого отрезка
вертик€lJIъно вIIиз проводят прямую и откладыв€lют семъ T€}KID( же отрезков.
Последrшою точку соедишIют с точкой О прямой линией, которzш буде,
нilправлением оси Оу. .Щля построения направлениrI оси Ох от конца восьмого
отрезка, лежаrцего на горизонтальной стороне прямого углц вертиксtльно вверх
откJIадыв€lют один отрезок (такой же велиtIины, как и ранее отложенные),
полученную точку 1 соедшrяют с точкой О прямой лиrшлей, KoTop€uI буд.,
напрzIвлением оси Ох. Направление оси Oz пройдет от точки О вертикitльно
вверх. На рисунке 3б показано построение наIтравлениrt этих осей на бумаге в
клеточку

Рисунок 3

Выполняя рисунок ппоскIо( геометрическlD( тел, цредварительно проводят ана,lиз
их формы, мысленно расчленяlI ее на геометрические тела и lD( элементы. Поэтому
сначала изrIают способы построенI4rI отделъных геометриtIеских тел и их
элементов.
Чтобы построить геометриtIеское тело, необходшло сначала построить его
основание. В основаниях геометрическI,D( тел лежат IIлоские геометрические

фигуры, поэтому рассмотрим способы построениrI IIлоских геометриtIеских

ф-ур.
При построении прямоугольников и квадратов их стороны располагают

параJIлельно направлению аксонометрическpD( осей. На рисуlже 21.4ц показан
пример построениrI прямоугоJьникц лежап{его в IIлоскостях хОу и xoz, в

прямоугольной изометрической проекции; на рисунке 46- плоскостл( xOz и zOy
прямоугольной диметриtIеской проекции и на рисунке 4в - в плоскостях хОу, xOz
п zOy косоугольной диметрической проешцм
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Рисунок 4

В косоугольной диметрической проекции длшtу прямоугольника в
Irлоскости хОу (сторона, параллельная оси Оу) и ширину в IIлоскости zoy
(сторона параллеjьнЕul оси Оу) изобрiDкают с коэффициентом иск€Dкения -0,5.

При построенIшI равнобедренных и paBHocTopoHH}Ix треугольников
необходимо понrIть, что IlD( высота перпеIцикулярна основанию. Поэтому,
построив основание такого треугольника в какой-либо Iшоскости параJIлельно
одноЙ оси, проводIт высоту параллельно другоЙ аксонометриtIескоЙ оси.

На рисунке 5а, покztзано построение равнобедренного треугольника в
прямоуголъной изометрической проекIц{и в IIлоскостях xOz и хОу; на рис. 5б - в
прямоугольной дLil\dетрической шроекции в IIJIоскостях хОу и xOz (на гшоскости
хОу высоту треугольника сокращают половину, т.€. изображаtот с
коэффшц,Iентом искыкенIбI 0,5); на рисунке 5в - в косоугольной диметрической
(кабинетной) проекции в плоскостях xOz и zOy (в плоскости zOy основан[lе
изображают с коэффиrшентом иск€Dкения 0,5).
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Рисунок 5

Проектирование шестиугольника покitзilно на рисунке б в ортогонilJIьной

цроекции и в IIрямоугольной изометрической проекIши. Аналогично строят
шестиугольник и в другID( tlксонометрических проекциях.

!ля построения шестиугольника предварительно строят квадрат на осях,
проведенных через его середину (точка О). Одrry ось квадрата делят на четыре, а
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Рисунок б

другую - на шесть рtlвных частей (рисунок ба). Ось квадрата разделенную на
четыре части, пересекают стороны квадрата в точках l и 4, Эти точки будр
вершинtlми двух углов строящегося шестиугольника. Вторую ось квадрата,

разделенную на шестъ частей, пересек€lют две стороны шестлrугольника на
расстоянии 2,5 деленшI с каждой стороЕы от точки О. Эти стороны идrr
пара.Jшельно соответствующим сторонам квадрата, их длину огр€lниllив€lют две
линии, проведенные через точки К и М параллельно соответствуюIцим
сторонам квадрата. Точки 2, З, 5, б булут вершинzlми углов шестиугольника.
Последовательно соединив все шесть точек, поJýлIzlют шестиугольник. На
рисунке 66 шестиугольник лежит в Ilлоскости xOz, а на рисунке б - в IuIоскости
хОу в rтрямоуголъной изометрической проекции.

Построение окружности в прямоугольной изометршIеской проекIц,rи
пок€lзано на рисунках 76 и в, где она изобрсuкается в виде э-тtпипса. Так как
окружность вIIисывается в квадрат (рисунок 7а), то сначrша строят в
аксонометрии квадрm. Это значительно упрощает выполнение изображения
окружности. На рисуlже 7б окружность lтзображена в Iшоскости xOz, а на
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рисунке '7в Iшоскости хОу. Сначала строят квадрат, затем отмечаются
харiжтерные точки. Точки З,7,8,9 являются точк€lми, в которых эллипс касается
сторон квадрата. Большая ось эллипса совпадает с большой диагонitлью ромба, в
которыйr изобразился квадрат в изометрии. Малая ось эллипса совпадает с iчtа;lой

диагонilJIью ромба.
На рисунке 7а окружность изображена в ортогон€rльной проекlши,

вIIисанной в квадрат, !иагональ квадр€tта, на которой лежат то[Iки а и Ь, будет в
изометрии с той диагонatлью ромб4 с которой совпадает мttлiш ось эллипса.

,Щиагональ квадрата, н& которой лежат точки с и d, будет в изометрии с

диагонzrлью ромба, с которой совпадает большtш ось эллипса.

I

Рисунок 7

Если одry сторону квацрi}та раздеJIить на шесть частей (рисунок ба) и через
первую и IuIтую тоtши делениrI провести горизоtlта-шьrшй линии, то они пройдуг
через то.Iки а, d, с и Ь. А так как точки а и Ь явJIяются концами малой оси эллипса
в изометрии, а точки с и d - концами большой оси эллипса, то для их построения
надо сторону квадрата разделить в изометрии на шесть частей и через первую и
IIятую точки деленшI парaшлельFIо cTopoнulм ромба цровести прямые до
пересечениrI их с диагонzшями ромба в точках а, Ь, с и d.

Другим способом эллипс можно построитъ в аtксонометррrи по
соотношению его осей.

В изометриtIеской проекции отношение большой и мшlой осей эJIлипса
l0:б (рисунок 8а). Поэтому проводят две взаимно перпендикулярные прямые, От
точки I,D( пересечениrI (точка о) откладыв€tют по малой оси в обе стороны по три
равных отрезка, а по большой оси в обе стороны - по IIять т€ких же отрезков.
Отрезки выбирают произвольно, если построение эллипса не связано в размерilх с
ортогонilJIьным чертежом. Если же эллипс строят в соответствии с р€lзмерами,
заданными на ортогонЕ[льном чертеже, то веJIичину отрезка определяют двумя
способшци:
1) большую ось берут равной диаметру заданной окружности и делят ее
на 10;

2) бо-пьшую ось эJLпипса берут равной диаметру заданrrой окружностии
умножают на 1,22 (коэффиrшент увеличения), полуIенную велиtIину делят на
10.

Строя направлениr[ осей эллипсц надо помнить о том, что каждzUI
плоскость координ€Iт с двух сторон ограниLIена осями, а третья ось в этой
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плоскости отсутствует, нtlпример, Iшоскость Н ограншIена осями Ох и Оу, а осъ Z
лежит вне ее. Малую ось элJIипса всегда располагают в направлении
отсутствующей оси, а болъшую ось проводят перпендикулярно малой. Так в
плоскости хОу MilJI€ц ось располож}lтся в направлении осиОz, в Ilлоскости xOz - в
направлении оси Оу. в tulоскости zOy - в н€шрitвлении оси Ох.

При построении окружности в прямоугольной диметрической проекции
соотношение большой и мшrой осей следующее: для плоскостей x()z - l0:9
(рисунок 8б) для rrлоскостей хОу и zOy - 6:2 фисунок 21.8в, г). Направление
болъшой и малой осей в прямоугольной диметрии берется так же, как и в
изометриtIеской проекrц/rи.

Графическая работа N94.
Технический рисунок.

Выполнumь mехнuчеЕкuй рuсцнок dеmвлu,
нtнеfmш urпцLхвЬкц
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Тема 3.7
IIроекчиш моделей

Щель работы:

Пракгическая работа Nb 5

Анаrrиз геометриtIеской формы модели. Выбор
положениrI модели для нагjIядного изображениrI.
Построение третьей проекlц{и модели по двум
з аданным. Построения нzглядного из обр ажеr*rя
модеJIи

у-л4еmь: выполIuIть проекции моделей по двум
заданным вычерчивать чtксонометрические
проекIц{и модели строить комплексные чертежи
моделей по аксонометриtIескому изобршконию.
зн аm ь,, виды zlксонометриtlеских проекций

формuроваmь обu4uе u профессuонсlльньле
компеmенцuu:
стремиться к самор€lзвитию, повышению своей
квшификаIцrи и мастерства;
использоватъ информационно-коммуникационные
технологии для совершенствования
профессиона_itьной деятеJьности



Теоретшческая часть

Наглядное лtзображение модели выпоJшено в lIзометриtlесколi проекции на

рисунок 1. Требуется построить ее в трех ортогонirльных проешрIях в

натурtlJIъную велшIину.
Сначала изуItlют конструкIц{ю модели, т. е. проводится мысленное деление

ее на составные элементы. Осlrование модели 
- 

прямоугольнtш ппита. На этой
плите стоит цилиндр, в верхней части которого проходит прорезь. К цилиндру
прист,lвлены два ребра треугоJьной формы. По вертшса_lьной стороне (грани)

ребра сделана щ{линдррrческ€ш выемка для плотного шрилеганиrI ребра к
поверхности цилиндра. Габаритные размеры модели: высота 

- 
И, цшна - 

Б,
ширина 

- 
А.

Ща_rrее следует выбрать направление проецировilниJI. Помня о том, что
фроrтгаlrьная проекция должна более полно раскрывать форму модели,
направление проецировzlниrl на плоскость I/ беруг rrо стрелке Р, дJIя
горизонтальной проекцлIи по стрелке Q, а для построения профильной
проеюши по стрелке Л. Зная габарlтгные рilзмеры N{одели, выполнJIют
компоновку чертежа с помощью габаршгных прямоугольников, Затем приступают
к построению шображений в ToHKlD( линиях. Так как модель симметричнаrI, то на
всех габаритных прямоугольниках проводят оси симметрии.

В предел€lх габарlrгного прямоугольника на плоскости Н располагают
горизонтальную проекщ{ю ни)кнего основчlния модели длиной, а и шириной б.

Щалее строят фронта-пьную проекщ,шо этого ocHoBaHI,IJI. Ее длина, а уже построена
в пределах габаритного прямоугоJIъника, остается на высоте с построить ее

верхнюю сторону, проецирующуюся в прямую Jrинию. На профильной проекции
шIlрина б oc[IoBaFIIIrI модели уже построена шириной габарлrгного
прямоугольник4 остается на высоте с построить верхнюю сторону
параллелограмм4 которzш здесь тоже изобразlтгся прямой лиш.tей.
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Рисунок l

!алее строят три проекIц{и полного цилиндра без прорези. .Щля этого
задzlнным радиусом на горизонтаrrьной проекIри проводят окружность, в
которую проецируется IцLтIецр с центром в тоIIке пересечеrrия осей симметрии.
На фроrrгальной и гтрофильной проекциях от осей симметрии влево и вправо по
верхней стороне основания откJIадывilют по радиусу этой окружности и через
отложенные точки цроводят край образуюшrrе Iц{JIиIцра до верхш{х лиrтий
габаритных прямоугольников, ограничивЕlющlD( высоту модели. Затем в верхней
части щ,IJIиндрц сначала на горизонтilльной, потом на фронтальной, а затем на
профильной проекциях, строят прорезь шириной г и глубиной Э. На фронтальной
проекlц,Iи видно, к€tк прорезь удirлила часть Iц,IJIиндра и часть образующих,

расположенных посередине IцIли}цра и сливilющI/D(ся с осью на длину d, Эти
образующие на профильной проекции будр краfuiими. Вырезашriш прорезью
часть булет отсутствовать. Очерковыми линиями стаIтуг части других
образуюших длиной d, расположенных на расстоянии е, взятом с горизонта:lьной
проекции. Внутренние линии пересечения сторон прорези на профильной
про екции пок€lзыв €lют лиrшей нев идимого контура.

Построение треугольных ребер, примыкtlющих к цилиндру, начинают с
гор}вонтальной проек[ши. Для этого от горизо}Iт€lльной оси симметрии вверх и
BH}ГЗ откJIадывают половину ptlЗМepa в, а через построенные тоIlки проводят
прямые линии, в которые гlроецируются вертикальные стороны треугольных
ребер, до пересечения с цилиндром. От точек, где эти прямые пересекJIи цилиндр,
в направлении проекLц{онной связи на плоскости И проводят по поверхности
цилиндра прямые линии на расстоянии н, высотой к. По этим прямым боковые
стороны треугольных ребер пересекли боковlто поверхностъ цилIIндра. На
профильной проекции двух треугольных ребер шириной в (смотреть
горизоЕг€lJIьную проекIцпо) и высотой к (смотреть фронта_пьную проекrrшо)
совпад€lют.
Построеrпае чертежа модели может проходить по-рiu}ному. Чертеж может
выпоJIняться по модели с натуры, по н€глядноlчtу (аксонометршIескому)
изображению или по двуN{ заданным проекциям, когда надо построитъ третью.
/{вумя заданными проекциями могут быть: фронтальная и горизонтальная,

фроrrгальн€ш и профильная.Ив том, и в другом слу{ае построение выполняется
аналогиttно.
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Тема 4.2
Изображения- виды,
разрезы, сечения.

Щель работы:

Пракгическая работа (Упражнение)

Виды: назначение, расположение и обозначение
основных, местных и дополнительных видов,
Разрезы: цростые, сложные, местные.
Обозначение, расположение рiврезов. Соедлrrения
половины вида с половиной разреза.
сечения: вынесенные и наложенные.
расположение и обозначение сечений. Выносные
элементы, их обозначение.
Условности и упрощениJI

умеmь: выполIuIть и обозначать виды, рirзрезы,
сечениrI, выносные элементы
соединять половиtry вида с половиной разреза
выполIuIть рtlзрезы через тонкие стенки, ребрц
спш$I и т.д.
изображать разлиtIные матери€lлы в рi}зрезах и
сечениJIх.
зн аm ь,. нiвначение мапI иностроительного чертех(а
виды изделий ик/д
классифшtаlцдо видов, разрезов, сечеr*lй
выносные элементы.
форл,tuроваmь обuluе u профессuонсtльные
кол4пеmенцuu:
стремитъся к саморазвитию, повышенrдо своей
квалификации и мастерства;
использовать шlформационно-коммуникационные
технологии дjIя совершенствов€tншI
профессиональной деятельности



Изображенпя, применяемые на чертежах
Чертеж rшобого предмета содержит графические изображениrI видимых

и невидимых его поверхностей. Эти изображения полr{аются п}цем
прямоугоJьного (ортогоначъного) проещ.rроваIil{rl [Ia б граней куба,
предполагается, что пред4ет расположен между наблюдателем и
соответствующей

мt скdtпь
проalцUц

,}

ГОСТ 2.305-68* делит изображения, выполIuIемые на чертежах, на ви-
ды, рilзрезы и сечения, предусматривает применение выносных элементов.

Виды
Видами нЕlзыв€tются изобра)кения, на которых покilзшtа обратценнiш к

наблподатеjIю видимая часть поверхности предмета

Виды

основные дополни
тельные

Основtlые виды получtlются при проецировzlнии предмета на основные Iшоскости
проекrий.

ГОСТ 2.305-68 устilнitвливает нuвваниll основных видов:
1.- вид спереди (главrrый вид)
2.- вид сверху
3.- вид слева
4.- вид справа
5.- вид снизу
6.- вид сзади

ffi
ц

местные



а au| аlраа | 
^od 

спсасlц
Irпоrнui llit

ь
t

3 Bui м"Бо

2 Bua оЦп1

5 8uа

а aud сзцlч

Для обеспечения чтеЕия чертежа основные виды располсгtlюТСя
относительно друг друга в проекционной связи. В этом слг{ае не требуется
н€lнесения на видах надписей, р€lзъяснrlющих }D( нtlзвilния.
ГОСТ 2.305_б8* допускает распол€гать в}цы вне проекlионной связи, на любоlvя

месте п()JUI чертежа.

Щополнительпые виды
В тех слуIЕшх, когда изобракение предмета или к€кой-либо его части не можеТ
быть показilно на основных видчlх без искаженрuI формы и рilзмеров, примеIuIюТ

.Щополнtтгельные вид должен быть отмечен на чертеже прописноЙ
буквой, а у связtlнного с дополнительным видом изображениrI предмета

доJDкна быть поставлена стрелка, укt}зыв€lющ€ш направление взгляда, с
соответствующим буквеrшrым обозначением.

ь Ll

А

А-А

Когда дополнителъный вид расположен в непосредственной проекщrонной
связи с соответствующим изображением, стрелку и обозначение вида не наносят

f]ополнительный вид доrryскается поворачивать, но с сохранением
положения, цринятого дJUI д€lнного цредмета на главном изображении, при этом
обозначение влца долrкно быть дополнено графическим обозначением.

При необходимости укчlзывают угол поворота,

ffi д
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Обозшачеппе вида
Направление проектировilниrl должно быть указано стрелкой около

изображения. Над стрелкой и над полуIенным изображением следует нанести
одrу и ту же прописнуIо букву,

За главный вид следует принимать изображение, которое полно
характеризует фор*у изделиrI и облегчает пользовttние чертежом при
изготовлении этого изделия. Главный вид и основные виды доJDкны обеспечивать
раlшональное использовtlние поля чертежа и создzlвать удобство для нанесения
рilзмеров и текстовых надписей

Неудачное расположение
видов

РшIионаьное расположение видов

Местные впды
Встречшотся случаи, когда }Iз всего вида только часть его необходима дJuI

уточнениrI формы предмет4 остtlJlьнilя часть вида не дает дополнитеJБных
сведениЙ о предмете. В TaKror случaшх применяют I\{естныiл вlц.

Меqный впд - изображение ограниtIенного места поверхности предмета.
Местный вид огрtlниtlивается линией обрыва, которilя не должна
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совпадать с какими-либо другими линиJIми lвображения,
Когда местrшй вид выполняется в непосредственной проешшонной

связи с другими видами, напрчlвления взгляда и надIись не }к€lзывsются. При
изображении местного вида вне проекrшоrшrой связи, необходимо стрелкой

укilзывать нiшравление взгляда" а над местным видом нztносить соответствуощую
надпись.

А

Применение местных видов позвоJIяет уменьшить объем графической работы и
экономить место на поле чертежа, обеспечивtUI полное предоставление о форме
предмета. То же самое может быть достигнуто применением видов с рtlзрывами
при изобр€Dкении длинных предметов.

Если длинные предметы имеют rIастки с постоянным или закономорно
изменяющимся поперечным сечением, догrускается предметы изображатъ с

рzlзрывами, выполняемыми на этих y{acTкitx. Конгуры разрыва выполняются
сплошной волнистой лr+rией.

Разрезы
Большое колиtIество штриховых лlсlld, изображающlD( на виде контуры

невидимых BHyTpeHHIФ( поверхностей предмета, может значительно затруднить
чтение чертежа. Это устранrIется применением разрезов.

Разрезоrl, нzlзывается изображение предмет4 полученное при мысленном
рассечении его одной или несколькими секущими плоскостями.

В зависимости от числа секущIаr( IIлоскостей, разрезы рff}деJIяются
на простые (при одной секущей Iшоскости) и сложные (при несколькID( секущих
плоскостях).
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Разрезы

простьlе сложные

горизон-
тальньlе

фрон-
тальньlе

профиль-
ные

ступен-
чатые

наклонньlе местные

ломаные

При этом часть предмета, расположенная между наблюдателем и секущей
плоскостью, мысленно удtшяется, а на rrлоскости проекций изображается то, что
получается в секущей пlrоскости и что расположено за ней,

В результате выполненрIе рilзреза линии внутреннего контурц изо-
бражавшееся на виде штрихованными линиrIми, становится вI4димым и должны
быть изображены сrrлошными основными линиrtми.

Простые разрезы
Простым разрезом нilзывается разрез, поJý.тlаемый при применении одной

секущей плоскости.
Наиболее часто применrIются вертикЕlJIьные и горизонтtLльные разрезы.

Фронтальные разрезы
Разрез нzlзывается фронт€Lльным, если секущiul Iшоскость параллельна

фронтаirъной гшоскости проекlшй. Детатlь рассечена плоскостью, параллельной

фроrrга,rьной гшоскости проекrцлй.

l
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Профильные разрезы
Вертикашьrтый разрез нtlзывается профильным, если секущш плоскость

пар €rллельна пр оф ильной (и) гшоскости пр оекrц,lй.

,Щета,rь р ассекается секущей плоскостью, пар €}ллеjьrrоir пр о фшгьной
IIлоскости проекции.

В каждом из примеров секущtш плоскость совпадает с Iшоскостью симметрии
детiLли, а разрез расположен в непосредствеrпrой проекционной связи с видом.

В таких слу{ЕUIх при выполнении горизонт€lJIьных, фронта_гrьных и
профилъных рiврезов положение секущей плоскости на чертеже не отмечается.

Обозначение разреза
В остальных случtшх положение секущей плоскости отмечается лиrрrей

сечениrI со стрелками, укilзывilющими направление взгляда, а над рrlзрезом
выполнrIется надпIлсь, }кzlзывirющtul секущую плоскость, Положение каждой
секущей плоскости укilзывается линией сечения, выполIulемой разомкнутой
rпдтией. Штрюси линии сечениlI не должны пересекать контур изобрФкения.

А JД"" штрихах лишии сечения, перпендикулярно к
ним стzlвят стрелки, укilзывающие напрzlвление взгляда. Стрелки наносятся на

расстоянии 2-З мм от внешнего конца штриха линии сечениrI. Около каждой
стрелки наносится одна и та же проrrиснtlя буква русского а;rфавrга. Надпись над

разрезом содержит 2 буквы, наrrисанные через тире, которым обозначена секущzul
плоскость [А-А].

Горизонтальный разрез
Гориз оrrг€Lльным р азр езом н€lзывается р азрез, обр азов анный секущей

rrлоскостью, параллельной горизонталъной rrлоскости проекций,

,,Щеталь р ассечена плоскостъю, пар аллельной горкзонтilJIьноI"{ плоскости
проекtцпi.

(
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Соединение части вида и части разреза
Если детitль симметрична, то на олном шображенрrи доrryскается

соедиrulть часть вида и часть разреза, рiвдеjlяя Iж штрихпуtжтирной тоrшой
лIлтией, являющейся осью симметрии сплошной тонкой с изломом. Чаоть разреза
может располiгаться прilвее или HLDke оси симметрии.

При соединении симметриtIных частей вида и рilзреза, есJIи с осью симметрии
совпадает проекLц{я какой-либо линии (ребра), то вид от ршреза отдеJuIется

А-д
д-А

сплошной волнистой линией.
Если дет€tль несимметричн4 то часть вида от половины разреза отделяется
сплошной волнистой лlдtией,
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Наклопный разрез
Наклоrтгыми нiвыв €lются р €}зр езы, обр азов аrтrrы е с екущими плоскостями,

сост€lвляющими с горизонтаьной плоскостъю цроекций угол, отличный от
прямого.

Наклонные разрезы строятся и располагаются в соответствии с на-
правлением взгляда, укzlз€lнным стрелками на линии сеченIбI. ,Щопускается
располагать нilкJIонные рilзрезы на любом месте поля чертежа.

4-А

{я

Местный разрез
Разрез, сrryжащlй дjul вьшIвленIIя внутренней формы предмета лишь в

отдельном, огрilниченном месте, нзIзывается местным и выделяется на виде
сгшошной волнистой лиrшей или сгшошной тоrшой с изломом.
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Ломаные разрезы
Сложный разрез н€ц}ывается ломаным, когда секущие rrлоскости

пересекаются между собой,
В случае ломаных рalзрезов секущие плоскости условно поворачивЕlются

около линии их пересечениrI до совмещениrI в одну плоскость.

д-д
Л u н uя пеоесеч ен uя секуu4uх,

(осmь
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А

УсловностI| и упрощения, прпменяемые при выполпении разреза
Такие элементы деталей. как тонкие стрелки. ребра жесткости и т,

п. покаlзываются на рiврезе нез€lштрI,D(ованныlчIи в том сл}л{ае, когда секущiUI
rrлоскость направлена вдоль оси Iши дл1.Irтной стороны этих элементов дета_гrеГл

Сложные разрезы

Колртчество элементов детЕLJIи, шt форма и расположение могут вызывать
необходимость выполнения сложных рtlзрезов.
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Ступенчатые разрезы
Сложный разрез, образованный несколькими параллельными секущими

Iшоскостями, нчlзывается стугlен.Iатым. Ступенчатые рiврезы могуt быть
гориз оIIтilJIьны ми, фронга-пьны N{}I, проф ильными и накJIонны ми.

Положение секущIж rrлоскостей указывается штрlD(ами лylшyлz^ сечениrI со
стрелк€lми, отмеченными одной и той же буквой. Линия сеченIбI имеет перегибы,
покilзыв€lющие места перехода от одной секущей плоскости к лругой.

Наличие перегибов в линии сечениrI не отрiDкается на графическом
оформлении сложного рtr}реза: он оформляется как простой разрез.

сечения
Сечение 

- 
изобрiDкение фигуры, получающейся при мысленном рассечении

предмета или несколькими плоскостями.
На сечеrпди покttзывается только то, что полrIается непосредственно в

секущей плоскости.
Щогryскается в качестве секущей примеЕять цилиндршIескую поверхность,

рilзвертываемую затем в IIлоскость.

А-д о*

пГ

ъ

Ф Аt

Сечения, не входящие в cocTzlB разреза, рiвдеJuIют на: вынесенные,
н€lJIоженные. Также на симметриtIные и несимметричные.
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А-А

Во всех остtlльных случzшх для линии сечениrI применяют рtlзомкнутую
линию с укzlзанием стрелками нацравленIбl взгJuIда и обозначают ее одинаковыми
буквами русского а-lrфавита. Сечеrшле сопровождается надписью : кА-А>.

Щля несимметричных сеченrй, расположенных в р€ц}резе или нсlложенных,

#Ёч

ъ
А-А
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@Ф
линию сечения проводят со стрелксlми, но буквами не обозначают,

При совпадении секущей плоскости с осью поверхности враIцениlI,

J

ограншмвающей отверстие рши углубление, контур отверстиlI иJIи углублеrrия в

сечении пок€tзывается полностью, хотя этот контур и не расположен в секушдей
плоскости, т. е. сечение оформляется KtlK рtlзрез.
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Правила обозначения изображений

Обозначения видов, разрезов и сечений выпоJIIutется в соответствии с
пр€lвилами согласно ГОСТ 2.316-68.

1, .Щля обозначенрш примешIются гtрописные буквы русского алфавит4
за искJIючением букв И, О, Х, Ъ, Ы, Ь.

Буквеrпrые обозначенрuI присваив€lют в а-гrфавитном порядке без повтореншI и
без прогryсков.

2. Размер шрифта буквенrrых обозначений долrкен быть больше размера
цифр рilзмерных чисел, rтрименяемых на том же чертеже, приблизlтгельно в 2

раза.
л
_).

выносной элемент
Выносной элемент допоJIнитеJьное отдеJьное изображеrше (обычно

увеличенное) какой-либо части предмета требующей графического и другеD(
пояснеrrrтй в отношенrм формы, р€lзмеров и иных д€tнных.

При применении выносного элемента соответствующее место отмечают на
виде, рtlзрезе иJIи сечении замкнутой сплошной тоrжой линией 

- 
окружностью,

овtLлом с обозначением выносного элемента прописной буквой или сочетанием
прописной буквы с арабской цифрой на полке линии выноски. Над
изображением выносного элемента ук€lзывitют обозначение и масштаб, в котором
он вынесен. Выносной элемент распол€гают блюке к соответствующему месту на
изображении предмета.
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Тема 4.3
Резьба, резьбовые
изделия

Щель работы:

Пракгическая работа (Упражненше)

Основные тиIы резьб. Условное изображение и
обозначение резьбы.
Обозначение и lтзображение стчlндартных

резьбовых крепежных изделий.
Конструктивные элементы резьбы.

умеmь: изображать и обозначатъ стандартные и
специilльные резьбы и резьбовые издеJIия
зн аmь,. классификаIIию, основные параметры
резьбы, условное изображение резьбы
правила изображения стандартных резьбовых
изделий

условные обозначе ния и изображения
стандартных резьбовых изделий.

формuроваmь обtцлtе u профессLtонсlльньле
компеmенцuu:
стремиться к саморчlзвитию, повышенlдо своей
кв алифш< аIц4и и мастер ств а,
использовать информаLионно-коммуникационные
технологии цlя совершенствования
профессиона-шьной деятельности



ТЕМА (РЕЗЬБА, РЕЗЪБОВЫЕ ИЗДЕЛИЯ>

В технике для соединения деталей машин IшФоко приluеrulют резьбьt.
Изделия с резьбой можно рff}делить на З грушrы:

1. Крепёжные изделIбI, применяемые для соединениJI деталей мапrIд{ и
механизмов, - болты, гайки, винты, шпильки, а также детztJIи с резьбой для
соединен ия 2 -х детаllей.
2. Щета.гlи с винтовыми поверхностями, применяемые лця преобразовЕtнIбI
вращательного двI,DкениJI в поступатеJьное, нiшример, ходовые и грузовые
подъёмные винты, а также детzulи для передачи BparTIeHшI (червяк в паре с
червrгIным колесом).
3. ИзделиJI спе[шtlJIьного значения. К таким изделиrIм можно отнести
мет€utлорежущие инструмеrrгы (фрезы, шарошки, свёрла, метчики, винты- шнеки,
служащие для р€lзрыхJIеlшя формовочных материzrлов в JIитейrшх чехах).

В основе образования резьбы лежит пршIцип пол}л{ения виrrтовой линии.
(Если в патроне токарного станка закреIIитъ lц4линдр и подвести к нему резец, то
при равномерном враrr(ении цилиндра и равномерно пост).пательном lрюкении
резца его конец прочертит на поверхности Iц.IJIиндра винтовую rпшшо).
Вuнmовая лltнllя - это пространственнzш кр}вая. Она может быть щ,lл}тндрической,
конической, сферической.

ЩилшIдрическ€ш винтов.uI линия образуется цри p.lBHoMepHoM перемещении
точки вдоль образующеЙ цилиндра, KoTop€UI равномерно враrцается вокруг оси
цилиндра. (Если tц{линдру придать ptlBнoмepнo - враIцательное двюкение, а
карандаrтrу, пристilвленному к нему, рi}вномерно - поступательное (сrл,lзу-вверх),
то на поверхности цилиндра карандаш оставит след в виде цилиндрической
виrrговой линии).

В технике наиболее распространена цилиндрическая винтовilя линIluI. Вшrтовая
линия может быть правой, если линия поднимается снизу слева вверх направо, и
левоЙ, если линиrI поднимается снизу справа вверх нzlлево. (Лист бумаги,
имеющей форму прямоугольника треугольника АВС обёртывшот вокруг
цилиндра, при этом гипотенуза треугольника АВС образует lц{лишIрическую
винтовую л}шию. Если длшrа катета АС:Пd длины окружности, то точка В
расположится на той образующей, на которой находится точка А. Полуrится
полный оборот виrrговой линии вокруг Iшлшrдра. Если гипотенуза АВ будет
продолжена, то на цилиндре от точки В начнётся2-ой оборот виrrговой JIинии.
Развёртка в. л. является прямой. .Щлина развёртки одного оборота в. J-I.:гипотенузе
Ав
Конuческая вuнmовсlя лttнuя образуется при pilBHoMepHoM двюкении точки вдоJь
образующей прямого кругового конуса, которiш pilBнoмepнo вращается вокруг
оси.
Фронтальнiш проекциJI виrповой линии конуса предстilвляет собой син},соиду с
затухающеЙ волноЙ, а горизоrrгальнiш - спиралъ Архимеда. К. в. лlп*ля может
быть правой и левой.



Винтовая поверхность
Если на поверхности цилиндра по винтовой лиrrrдд прорезать канавку, то режущrul
кромка резца образует вuнmовую поверхносmь. Характер этой поверхности
зависит от формы головки резца.

Винтовой поверхностью н€lзывilют поверхность, которую описывает какzш -
либо образующ€ш, перемещЕlющая по винтовой линии.

В технrдсе приме}шются винтовые поверхности сложного образования:

цuлuнdроtлd, KoHotld, наклонньtй zелuкоud u вuнmовой цtнluнdр круzлоzо
норJчrсlльноzо сеченuя. Длм образоваrrия этID( поверхностей в качестве
направJuIющих используется винтовые линии. Поверхности, образованные с
помощью винтовых линий, н€lзывают вuн mовьlмu по верхн о сmяJйu.

l. Поверхность винтового црLirешдроида - при конструировttнии и изготовлениI{

режущю( инструментов.
2. Коноид- в тр€tнспортирующIж устройствах (вшrговые коtшейеры), при

устройств е винтовых ле стниц, въезды многоэтtDкны е гар Фки(пандусы).
3. Наклотшый геликоид - используется в резьбах
4. Би,говой цилиrцр круглого нормitJIъного сечения - применяется в змеевик€lх,
пружинzlх.

Теоретически образование резьбы можно предстilвить так: плоскую фи.уру
(треуго"гьник, квадрат, трапецшо) перемещают по поверхности цилиндра так,
чтобы вершины фигуры скользили по винтовым линиям, а её гшоскость
проходила через ось [цIлиндра. В результате образуется виrrтовой выст)дI,
огр аЕLrченный винтовыми и цилиндрическими пов ерхностями.

Резьбой называеmся поверхносmь, образованная при винтовом двюкении
плоского контура по щ,IJII,шдрической или кониtIеской поверхности. При этом
образуется винтовой выстуrr соответствующего профиля.

Резьба - это винтовая нарезка, имеющая определённый профиль, диаметр и шчг
Она нарезается на детапях, имеющих цилиндриLtескую или кониLIескую

поверхность. ГОСТl 1708-82 опредеJlяет термины, определениrI и основные
параметры резьбы. (d, dr dzP, ход резьбы)
Резьбу можно нарезать на стержне - наружнiul резьба; в отверстии - внуtренняя
резьба.

Нарезание резьбы на стержне осуществляется специ€rльными режущими
}It{струментами - резцом или плашкой; в отверстии - резцом или метчиком. Если
резьба выполIшется с помощью режущID( инструментом, то этот процесс
нсlзываетая нарезкой резьбьt Если резьба выпол}шется н€Dкимным инстр}ментом,
то такой процесс нzвывается накаmкой резьбы.

Резьба состоит выступов (витки резьбы) и KttH€tBoK. Резьба нарезается за
несколько проходов резца который при кiDкдом следующем проходе увелиtIивает
ширину и глубину к€lн€lвки. Последний проход резца даёт полrшй профиль
заданной резьбы,



Профuль резьбы завuсum от формы заточки резца.
Профпь резьбы предстilвJulет собой контур сечения витки резьбы, полученный
секуruей плоскостью, проходящей через ось резьбы.

Угол профиля- угол между его боковыми сторон€lпdи. Широко примешIемые в
технике резъбы стандартизованы. Станларт на резьбу устанавливает её d, шаг Р и
форшrу и рttзмеры профиля.

Если применrIется нестандартнiш резьба (специалъная) то на изображении
такой резьбы проставляют все её размеры,

Классификация резьбы

Многозаходнrш резьба: если на одном и том же rIастке поверхности стержнlI
нарезать несколько винтовых линий, равномерно смещёнrrых по окружности
относрIтельно друг друга, то получим многозаходцчю резьбу (2-х,3-х, 6-ти),
Число зЕtходов резьбы в готовом издеJIии опредеJuIют по торчовой поверхности
нарезalнного стержня, где отчётливо видны концы вrlнтовых ниток в виде
полукругов.

Изображение резьбы.

ГОСТ 2.311-68 устtlнtlвJlивает правипа изображенIбI и нанесенш1 изображеr*rй

резьбы на чертежч}х.
Резьба на чертежах лtзображается условно, незав[Iсимо от формы её профrшя.

IIрофилш резьбы и их основпые параметры.

По профилю резьбы делятся на
1) треугольные
2) трilпецеид€шьные
3) упорные
4) прямоугоJьные
5) кругJше

6)

по назначению
По форме

профиля

По хар-ру

пов-ти

По располо-

кению

По чис.гry

заходов

По направ,

винт.линии

Крепёжные
Круглая,

греуг-аJI

цилиндри-

ческая,

коническая

внешняrI

внутренняrI

0днозtlход,

многозаход.

правiц,

певaUI

Ходовые
гроп.,

прямоуг

специiulьные



Треуголъные резьбы
а) цилиндрическiш метрическая резьба с d l до 600 мм
б) метрическ€шконическ€UI
в) трубная резьба (в трубопроводах)
г) резьба метриЕIескчuI дJuI дета_ltей из rrластмассы (приборостроение,
мапrиностроение)
трzlпецеид€lльная резьба - на кодовых винтах р€lзличных cTzlHKoB в штурвrlJlьных
винтах.
Упорная резъба - в домкратах болъшой грузоподъёмности, на грузовых крюкчtх
подъём, машино - винтовых прессах, в tIрокатных станах.
Круглая - в пожарной арматуре, на крюках грузоподъёмrшх маrпин для
предохранительных стекол и корIТусов электроосветителъной арматуры, в

цоколях и патронах электриtIеских ламп.

Технологическше элементы резьбы.

К технологическим элементам резьбы относятся
1. Сбегрезьбы
l. Недорез
Z. Недовод
3. Проточки
4.Фаски

Обозначенпе стапдартной резьбы.

l. Метрическая
м24
M24xl
M24xl LH
M24x3(Pl) LH
M24LH-6g
м24_6н

2. Трапецеидitльн€ul
Tr2Oxl-6g
3. Упорная S4OLH-
бн
4. Круглая Rd20xl-
бg
5. Трубная цилиндрическ€uI
Gl_A



Gl_B
б. Трубная коническая
R- наружная
Rc- внутренIuIя

Обозначенпе етандартных пзделий

Болт 2М1 бх1,5,69 х95.68. 09 ГОСТ7798-'7 0
Гйка М24-6Н.6 ГоСТ59 l 5-70
Винт M8-6g х50.58 ГОСТl491-80 Шгпrлъка M24-6g х80,36 ГОСТ220З2-76

Упражнение. Резьба.
Вариант 1

1, Перечергить изображение детали.
на виде сверху выполнить изобрхение резьбы.
2. Выполнить чертФки двух сгандартных крепёжных

деталеЙ, используя библиотеку КОМПАС.
- Шпилька М24,90.58 Гост 220з4-7б
- Гайка М24,4 госТ5915-70

Нанесги размеры и обозначение.

I

4

I

l



Тема 4.4
Эскизы деталей и
рабочие чертежц

Щель работы:

Пракгическая работа ЛЬ ба

ПоследовательЕость выполнения эскиза
деталей

УМ е mЬ : ВЫПОJIНrIТЬ ЭСКИЗЫ ТеХНИrIеСКИХ ДеТа,Чеr1

зн аmь,. последовательность выполнения эскиза
дет€ци с натуры

формuроваmь обuluе u профессuонсtльньле
кол4пеmенцuu:
стремитъся к сilморzlзвитию, повышению своей
ква.пифlжаtцм и мастерства;
использовать шlформаIц,Iонно-коммуникационные
технологии для совершенствовzlния
професслrоrrа,чьной деятельности



Эскизы деталей и рабочие чертежи

Эс кизом нzlзывается кон структо рс ки й документ временного хар актера,
выполненный от руки, без применения чертёжных инструмеIIтов без масштаба, но
с соблюдений пропорций.
.Щета.llь - изделие из однородного по наименовttнию и марке материzrла.

Глазомерный масштаб - обусловленнчuI пропорционzlлъностъ н€lносимых
лиrплй (ширина предмета к его длI4Iе). При этом должна сохрашIтся
пропорция в рilзмерitх всей детчrли в целом.

Эскизы выполцяются в следующих случiulх:
l. При проектировании новых конструкrий
Z. ГIри ремонте оборудованиrI
3. При необходимости изготовитъ детЕlJIъ czlмoмy эскизу
4, При составлении рабочего чертежа плеюшейся дет€lли

Эскизы рекомендуется выполIuIть от руки на лист€lх кJIетчатой бумаге или
миллиметровой, мягким карандаIпом.
Но прежде, чем приступить к выполнению эскиза техниtIеской дета-llи, доJDкны
определить и выбрать ашвньtй вud dеmалu.

Рекомендации по выбору главного вида

Главный вид дет€lли - это изображение, которое дает наибольшее предстilвление о
его форме и размерах,
l. Для деталей, имеющID( форму тела вращения или близкой к ней, главный вид
распол€гают TilK, чтобы ось этой детztли была парtшлельно основной надписи.
2. .Щля гшlоских детaUIей главный вид выбиршот тzж, чтобы опорнzш поверхностъ
была параллельно основной надш{си.
З. ffля коргryсных дета_lrей (литьём, штамповкой) главtшй вид выбирают так
кtкое положение она занимает при эксrrлуаIац4и (в сборочrшх единr,пдах).

Порядок выполненпя эскиза

1. Ознакомление с дgт€rлью (Сделать аналрв геометриtIеской формы детuulи, т.е.
изучить из каких геометрических тел состошг её форма и как эти тела *tвязаtrы

между собой, ознакомиться с её конструкцией - определить в ней отверстия,
канавки, проточки, выстуIIы, фаски и др. элементы)
2. Выбор главного вида
3. Установлл,гь количество изображений (вид, рzlзрезы, сечения, выноснойr
элемент). Количество изображений должно бытъ мин., но достаточным, чтобы
предстtlвlа:гь форму предмета.
4. Выбор формата (А4" АЗ)
5. Компоновка (расположение) лrзображеl*tй на рабочем поле формата эск}tза
6. Выполнение изображений (видов, рtlзрезов, сечеrтий, выносных элементов,
конструктивных элементов (фаски, проточки)). Ту, же выIlолняют и штриховку
7. Нанесение размерной сетки, а затем размерного числа.



8. Обозначить шероховатость поверхности.
9, За,писать техниtIеские требованиrI, марку материЕrла.
10. Заполнить основную и дополнLIтельную надписи.

ТехническIIе требованпя

Кроме r.rзображениrl дет€tли с р€вмера]ии чертёж может содержатъ текстовую
налпись, состоящую из техн[песких требований (техrтическаrl харilктеристлка).
ГОСТ 2.316-68 содержит правила нанесения на чертежах надписей, тех.
требоваlrий, табллпIы. Содержание текста и надписей должно быть кратким и
точным. Текст надписей и таблиц размещilют парalJшельно основной надписи
чертежа. (TeKcToBalI часть, надписи, таблицы содержит дilнные, которые
I{евозможно вырЕtзить графически или условными обозначешлями).

В учебшх цеJIях техниtIеские требов€lниrl будут следующие:

1. Требования, предъявJшемые к материалу, з€готовке, термообработке
240., .260нв
46., .46HRC

2. Размеры, доlтуски размеров
Неуказаrшше пределъные отклонения рilзмеров: отверстий по Н14, валов по
h14, ост. ДТ1-412

3. Неуказ€lнные литейные радиусы Rl...3 мм.

Обозначение материала

На рабочих чертеж€lх помещают необходимые д€lнные о матери€uIе, из которого
изготовлена дет€tJь. В основной надписи чертежа детaLли укitзывают вид,
нzlименов€lние и марку материirла в соответствии с его стандартом.

1. Углеродистtul стttль обыкновенного качества Ст. ЗГОСТЗ 80-94
2. Углеролистtш качественнаrI конструкционнtш стзtJь Ста-пъ45ГОСТ 1 05 0-88
3. Серый чугун СЧl8ГОСТ1412-85
4. Латунъ - медно-цинковzul сплilв Л85ГОСТ|5527-'70
5, Алюминий АЛ2ГоСТ2б85-75

Нанесение размеров

Нанесet*te рilзмеров доJDкно соответствоватъ технологии изготовлениrI детzlJIи,
т, е. уIитывать послеловательность операцIй обработки зzготовки.
Все размеры доJDкны наносIlшься от базовой поверхности.
Различшот базы: ftлехнолоzuческuе, консmрукmорскlле, uзJчlерumельные, сборочньtе,
вспо,uо2аmельные
Размеры дет€lJIи можно наносить от баз 3-мя способами: цепным, координатным,
комбиrrированным.



А - выносной элемент- дополнительное отдельное изображение, какой- либо
части предмет4 требующей пояснениrI в отношении формы и рtlзмеров.

Обмер деталей

Измерение и контролъ рzlзмеров деталей подробно рассматривчlются в курсе
<МетрологиrI, стандартизация и сертификация ).
В курсе ИГ при выполнении эскизов основное внимание удеJuIют €tн€tлизу и
изображениrо формы детtlJIи, а не точности измерений.
Поэтому для определениlI рilзмеров детаjIи при выполнении эскизов
и спользуют м ет €lJtлиtl е с ки е ллшrейки, кр о нцIIр кул и, ну-тр о м ер ы.
Более то.Iные измерениrl проводят с помощъю штангенциркуля. Размеры

рад}ryсов, скруглений, впадин, гчuттелей измеряют радиусомером.
Шаг резьбы измеряют с помощью резъбовых шаблонов (резьбомеров).

Порядок выполнения эскпза

l. ОзнакоNI}Iться с детбlJIью (сделать аналIrз геометрической форшты

дета,.lи, озн€комиться с её конструкцией)
2. Выбрать главный вид детtlли (главlшй вид-это изображение, которое даёт
наиболъшее представление о его форме и размерах)
3. Установr,rгь коли.lество изображешшi (влцы, рчlзрезы, сечениrI, выносные
элементы). Количество изображешй д. б. млшштмапьным, но достаточным, чтобы
предстilвить форму предмета

4. Выбрать формат

5. Выполlтrгь компоновку изображений

6. Выполнrа:гь изображениJI

7. Нанести размерную сетку, а затем рitзмерные числа

8. Зашлсать техниtIеские требовtlниll, марку материirла

9. Обозначи,гь шероховатость поверхности

10. Заполнить основ}ryю и допоJIЕитеJьную надписи

Примеры выбора главного вида

i
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Графическая работа N96а. Эскиз детали.

Эскиз - это чертеж, выполненный <.0т руки>>, в глазомерном масштабе,

с соблюдением пропорций изображаемого предмета, по правилам прямоугольного

проецирования и содержащий все данные для изготовления изделия и

предназначенный для разового использования в производстве.

Эскизы деталей, как правило, выполняются в оlедующих случаях:

- при разработке конструкции новой детали;
- при необходимосги доработки конструкции детали в производстве;

- для разового изготовления детали в случае выхода ее из строя в прцессе
эксплуатации.

Эскиз выполняется с соблюдением всех правил выполнения чертежей деталей,

усгановленных стандартом. Размеры на эскизе должны соответствовать

дейсгвительным размерам детали. Каждый эскиз сопровождается основной

надписью.

Разница между чертежом и эскизом заключается в том, что на эскизе графа

<<масштаб> не заполняется и вслучае выполнения выносных элементов вмесго

масштаба над изображением наносится надпись <<увеличено>>,

Задание - выполнить эскиз детали, выданной преподавателем.



Тема 4.4
Эскизы деталей ш

рабочие чертежи

Щель работы:

Практическая работа J\t бб

Последовательность выпоJIнениll рабочrос
чертежей деталей

у.ilnеmь: выполшIть и tIиTaTb рабочие чертежи
техниtlескlж деталей
знаmь,. требования к рабочим чертежам дет€Lпи, по
гост2.109_73
требования к детitлям, выполняемым
механиLIеской обработкой, лrrгъем рабочий
чертежи изделия основного и вспомогатеJьного
производства

форллuроваmь обu4uе u профессuональньtе
кол|пеmенцuu:
стремиться к с€lморtlзвитию, повышенr+о своей
квалификаIцм и мастерства,
использовать информационно-коммуникационные
технологии для совершенствовшIиrI
профессиональной деятельности



Шорохов*тость повврхностн стlшlьных дýтsла* прн разпl+чных
в]rдах обработхп.
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Рабочшй чертеж детали

Задание: выполнИть рабочlй чертёж по эскизу детirли (графическая работа Nэ6;.

Рабочие чертежИ детшей должны быть выполнены с учетом следуюпII,D(

требований:
1.щета_гrь на рабочем чертеже вычерчивается в том же положении, какое

она занимает при ее изготовлении.
2.Главный вид дgтали выбирается с yIeToM следующих условий:

-по возможности большее количество осеIl отверстиЁl и друптх элеме}Iтов

ориентируют паршлельно фронтальной плоскости проекций, на которой

изображается гл€lвныЙ вид;
-привirпОчнiШ плоскосТь дет€lJIи (плоскость, тrо которой детttJIь

соединяется с другой дета_гtью) должн4 быть расположена горизонт€lJIьно или

параллельно профильной плоскости проекrцгй, если изображается вид слева,- 
з.ДетаJIи, имеющие rrлоскости симметрии, изобрФкаются не полностъю

пбt6,Jl2,5 з,2 { l,эý 0,3з a} lд 0,Фts

Чtрвuшсrе
Чястпвос

, онк(},
ЧеФновос
Чltст,uвос
Тонко*

Чgрrr<зпа* !

l

rl

)ý-llt i.x

{истовое
ll

-,*J
1

,--ч
}

*l
i

"j
l

!
"*J
..*j

l_*t
l

l

l
l
l
ь

t

]"ffiж

i i ._-.

Il

l

--{

]

уtrtщ;

l

iqffi -*-t
r



рассеченными, а в соединении с видом.
4.Масштаб выносного элемента следует выбирать т€lким, чтобы можно

было свободно показать его форму и нztнести все рч}змеры.
5,Размеры формы элементов деталей укitзываются по возможности на

одном изображении, на котором данrшй элемент имеет более поJIное
изображение. Размеры диаметров отверстий проставJuIются на разрезах этих
отверстлй. Размеры некруглых отверстпillи пttзов tlрост€lвляются на тех
изображениях, на которых показана форма отверстий.

6. Записать технические требоваrшя. Размещtlются эти требовilниJI над
основной надписью. Ширина колонки доJDкна быть не более 185 мм

Графическая работа N96б, РабочиЙ чертёж детали.

Чертеr< деталlr. Под чертежом детали понип,tают консгрукrоккий документ,
содержащиЙизображение детали и другие данные,необходиllые для ее
изготовления и контрля. Рабочие чертежи разрабатывают на каждую деталь.

Наряду с июбраженияии формы всех элементов детали и их размерами
рабочий чертФк в обtцем случае содержит Tau(e следующие данные:
- предельные отклонения размерв, формы и расположения поверхносгей,
правила
указаниЙ которых установлены в ГОСI 2.З07 68 и ГОСТ 2.308 79:-

- обозначения lчероховатости поверхностей, усrановленные ГОСТ 2,309 7Зl
- обозначения покрытий, терtчической и других видов обра-6отки, установленные
ГОСТ 2.310 б8;
-текстовую часть, состоящую из технических требований и технических
харакгерисгик;

- надписи и таблицы с размерами и другими параметрами, техническими
требованиями, контрльными комплексами, условными обозначениями, правила
нанесения которых установлены в ГОСГ 2.З16 68.

Вuбор чиоlа изображенrrй.
Количество изображений предмета, в том числе и детали на чертеже или
эскизе,должнобыть наименьшил,l, но обеспечиваtощиil полное предсгавление
о предмете при при!{енении установленных соответствующих стандартных
обозначений, знаков и надписей.
flля деталей типа тел вращения достаточно одного изображения на плоскости
проекций, параллельной оси тела: вида, разреза. Одного изобржения
достаточно также для деталей типа вitлов, вryлок с резьбой с обозначениеtt резьбы.
Для деталей типа тел вращения с различныtltи конструктивными элеt{ентаlýlи,
наприtlер отверстияltlи, срезilми, пазами, главное изображен ие дополняют
одни},r или несколькими видами, разрезаt4и, сеченияtчи, которые выявляют форму
этих элеt4ентов, а так-же выносными элемеilтами.

Выбор главноrо изображепия детали.
Главное изобраr<ение детали выбирают с учето}t технологии ее изготовления. Если в
процессе изготовления детали одно из ее положений заведорlо является
пробладающим, то на главном июбражении деталь реко}tендуется показывать в
этом положении.

Выбор форната и планировкп черfеlка.
Формат чертеlка или эскизil выбирают в зависимости от сложнOсти и раз}4еров
детали с учето!l возможности как увеличения изображения по сравнению с
натурой для сложных и мелких, так и уменьшения для простых по форме и
крупных деталей. Изображения на чертеже должны обеспечивать ясность всех
элементов детали. ,Щля мелких эле}lентов детали используют выносные элементы.
Прежде чем выбрать формат чертежа, тщательно анализируют форr,lу детали и
опреде-ляют количество необходимых изобрахени й.

3аданхе - выполнить чертёх< детали по предварительно выполненному
эскизу детали, нанести раз}tеры/ записать технические требования.



Тема 4.5
разъемные п
перазъемные
соедпнеппя
деталей

Щель работы:

Практшческая работа ЛЬ 7

Разъемные соединения. Виды
соединенлй и изображение их на
чертеже.

ул4еmь : изобраэкать болтовое, BptHToBoe,
шпилечное соединение упрощенно по ГОСТ2.З15-
68
знаmь,. резьбовые соединенIбI и их изобрiuкение на
чертеже

форлtuроваmь обtцuе u профессuонсlльньле
коJilпеmенцuu:
стремиться к сilморitзвитию, повышенlдо своей
ква_пификации и мастерства;
использовать шrформаIц{онно-коммуникационные
технологии для совершеЕствования
профессионапьной деятельности



Соедlлненпя резьбовые

Перечертrгь rrзобрскение деталей в масштабе
2:1, Изобразить упрощённо по Г ОСТ 2.315-б8
соединение дета_пей
1) болтом Ml2 (ГОСТ 7'798-'70);
2) винтом М8 (ГОСТ 1491-80);
З) шпилькой MlO (ГОСТ 220З6-76)

?3

Изобразигь соединение муфты с
трубой.

Условный прохол Dy - 8 мм.
Выполrшть в масштабе 4:1.
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Тема 4.5
разъемные п
неразъемные
соедпненпя
деталей

Щель работы:

Пракгическая работа ЛЬ 8

Неразъемные соединениrI. Виды соединений и
изображение их на чертеже.

уI4еmь : изображать сварные соединениrI
знаmь,. поЕrIтие сборочного чертежа, составление
спецификаlии
фор*tuроваmь обu4uе u профессuональньlе
КОIл4ПеmеНЦUU:

стремиться к сilморtlзвитию, повышенlлtо своей
ква_шифшсац{и и мастерства;
испоJIъзовать информационно-коммуникационны е

ТеХНОЛОГИИ ДЛЯ СОВеРШеНСТВОВаНIIUI

профессионalльной деятеJьности
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Тема 4.7
Чтение и
деталирование
чертежей

Щель работы:

IIракгическая работа ЛЪ 9

Назначение сборочной единицы.
сборочной единицы. Количество
входящих в сборочную единицу.
,Щеталиров€lние сборочного чертежа.
детiIлированиlI сборочного чертежа.
сопрягаемых р€lзмеров.

yIytemb: читать и детiulировать сборочный чертеж.
знаmь,. назначение и работу сборочной единицы
габаритtше, ycTttнoв очны е пр ис оединитеJьны е

рfiзмеры
форлtuроваmь общuе u профессuонсlльньlе
коп4пеmенцuu:
стремиться к самор€rзвитию, повышеншо своей
квалификации и мастерства;
использовать информационно-коммуникационные
технологии для совершенствов€tнрUI
профессиональной деятельности

Работа
деталей,

Порялок
Увязка
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Общше сведениf о схемах

Схемалtu назьлваюmся консmрукmорскuе dокvtпенmьц на коmорых cocmaqHble
часmu uзdелцfl, ц,$ взqцл4llое располоцсецце u qв8з1l "Lлецсdу нuмu показаttы в вudе

условных zраф uческлtх uзображенuй.

В оовремеrпrой технике широко используются мех€жиtIеские, пневматиttеские,
гидравлические и электрические устройства и приводы. Изуlение принципа и
последовательность действия TaKI,D( устройств по чертежам общих видов и
сборочным чертежам часто затруднительно.
Поэтому кроме чертежей часто состzlвjulют специчtJIьные схемы, позволяюшше

значительно быстрее разобраться в принципе и последовательЕости действия того
или иного устройства.

Схемы просты по выполнению и достаточно наглядны; они могут быть
выполнены в прямоугольных и аксонометрических цроекциях.
Масштаб при выполнении схем выбирается произвольttый, пропорtии между

рilзмерами элементов изделия тоже, к€к пр€lвило, не соблюдаются.

Разновидности схем

Виды и тиIIы схем (кроме элекmрuческuх) определены в ГОСТ 2.70l-B4, ь
котором установлеrты обозначения схем и общие требования к I/D( выполнению,

Виды схем

В зависrшrости от характера элементов и линий связей, входящlu( в состав
ycTpolicTBa, схемы подразделrIIотся на виды, каждыli из которых alacTo

обозначается буквой: кинематшIеские - К, гидравлиlIеские - Г, пневматические -
Z, электриtIеские - Э, огпические - g et др,

Типы схем

Схемы в зависимости от основного н€вначениrI деJUIтся на типы, каждый из
которых обьгшrо обозначается lшфрой:

1- структурные;
2 - фукlцаончlльные;
J - приrлцшlи€tльные;
4 - соедишtениlI {монmа:жн ые);
5 - подк-lпочения,
б - общие;
7 -расположениrI и др.



Струкгурные схемы cJýDKaT для общего ознакомления с изделием и
опредеJuIют взаимосвязь состЕtвных частей изделиrI и lM нff}начение; элементы
схемы вычерчиваются простыми геометриtIескими фигурамп (пря,м,оуzольнuкаuu)
и прямыми линиями или itнrшитической залисью, попускttющей применение ЭВМ.

Функцпопальпые схемы поясняют процессы, протекilющие в изделии или в
его фукlцлональной части; в них должны быть укilзаны наименованIбI всех
изображенных функцион€tльных частей.

Пршнuипиальные схемы (полные) опредеJuIют полтшй состав элементов
изделиrI и связей между ними, давsul дgт€tльное представление о принципах
действия изделия.

Схемы соедипепий (моrrгажные) rrокz}зывilют соединения состuIвных частей
изделиrI, а также места црисоединенш1 и вводов и выявJuIют провода, кабели,
трубопроводы и LD( арматуру.

Схемы подкпючения покitзывilют внешние подкJIючения изделиrI к
коммуникацрuIм или устройствам.

IjIаименование схемы оцределяется ее видом и типом, например, схема
гIцравлиtIескtш прIil{ципи€UIъная, cxelvIa электрическiul фуrжцион€lJIьн€UI и т. п.

Шифр схемы, входящий в cocT€lB ее обозначения, состоит из буквы,
опредеJuIющей вид схемы и Iифры, определяюшдей ее тип.
Напршлер, схема гидравлиIIеск€ш прIшципиtLпьная имеет шифр Г3, схема
электриrIескчш структурная - Э1.

Щля излелиrI, в состав которого входfг элемеIIты рz}зных видов, может быть

разработшrа комбинированная схема, содержатrц€ш элемеIIты и связи р€lзных
видов. Комбинированн€ш схема обозначается буквой "С", а ее н€tименование

оцределяется комбинированными видtlми и типом.
Напр плер, схема пр инrигlиatJьнtш гидрокинематич е скчш.

При состЕlвлении схем примешIются следуощие термины

Элемент схемы - cocTaBHiUI часть схемы, выполнrIющаrI определенную

функulло (назначенuе) в изделии, котор€ш не может быть разделена на части,

имеющие сtlмостоятелъное функционttJьное нzвЕачение.

Напршлер, насос, соединитеJьнчш муфта, конденсатор, резистор и т. п.

Устройство - совокупность элементов, предстчlвJuIющих одну конструкцию,
нilпример, механизм храповой, печатнtш плата, шкаф.

Функцлlопальная группа - совокупность элемеIIтов, выполняIощих в изделрм

определенную функцrдо и не объединенных в одну констр}кцию,



ФушкционаJIьная часть - элемент, оборудование шrи фушсIц{онtLльнiж группа.

Лrrнии взапмосвязи - отрезок линии на схеме, пок€lзывшощий связь между

функцион€lлъными частями изделия.

При выпоJIнении схемы масштабы не собшодшотся.

,Щействительное простр анственное р асположение с оставных частей изделиrI

может на схеме не уrитыватъся или учитыватъся приблюIсенно.
Элемеrrгы, входящие в cocT€lв изделия, изображtlются на cxeмalx, кiж правило, в

виде условных графических обозначенlй, устанавливаемых стандартами Единой
системы конструкторской документаIцм (ЕС КД.
Связь между элементами схемы покtlзывается линиями взtlимосвязи, которые

условно представJuIют собой коммуникаlши (mрубопровоdьt, провоdсt, кабелu u rrt

п,) икинематические связи (напрtlмер, валы).

Условные обозначениrI элеменtов общего применения на cxeмitx устzlнzlвливает
гост 2.721-74.

Условtше графические обозначения общего применениrI для исполъзовtlния в

электрическIlDq гидрslвлических, IIневматиLIескIж и комбитrиров€lнных схемах
приведены в таблице...
На схемах должно быть наименьшее число изломов и пересечетшй линрtй связи,
изобр ажаемы х гор из онт€lльны ми и вертик€tпьными уч acTKitM и.

Схемы следует выполнrIть комп€lктно, но без ущерба для ясности и удобства plx

чтения.

Элемеrrгы, сост€lвJuIющие отдельное устройство, допускается выделять на
схемах штрихttунктирными тонкими JIиниями с укilзtlнием этого устройства.
На схеме одного вида допускается изобрtuкатъ элемекгы схем другю( видов,
непосредственно влияющих на действие изделия. Эти элементы и их связи
изображшотся тоже тонкими штрихttунктир ными линрuIми.

Схеме присваивается обозначение того изделиrI, действие которого отображено
на схеме. После этого обозначения з€lписывается шлфр схемы. Наименование
схемы укzlзывается в основной надписи после наименовitния изделшI.

кинематические схемы

КшrематшIеские схемы устанавливtlют cocTztB мех€lнизмов и поясняют
взаIlмодействлtе ID( элемеIIтов. Условлше обозначешrя на таких схемах
представляют собой изображения механизмов и их составных частей,
н€lпоминающие их лишь в общих чертах.



Каждый элемент, lазображенный на схеме условно, доJDкен иметь свое
обозначение: порядковый номер или буквеr*rо-rифровое позиционное
обозначение. Для кчDкдого вида схем установлены прilвила нанесениJI таких
обозначенr,й.

На гидрtlвлических, пневматических и электрических схемах обозначения
заносятся в перечень элементов, оформrrяемый в виде таблиlsl, запо-цюIемый
сверху вниз. Правила ВыПоJIнениrI кинеМаТическIlD( схеМ изложены в ГоСТ 2.703-
68. Условные графические обозначения элементов м€Iшин и механlfзмов

устанЕIвливает ГОСТ 2.7 70-бВ.

На кшlеN{атиtIеских cxeмttx ваJIы, оси, стержни, шатуны, tФивошшIы и т. п.
изображают сrrлошными основными линияN{и толщшrой s. Элементы,
изображаемые условно и упрощенно, выполrUIют сIIлошными линиrtми толщиноЙ
s/2.

Кинематические схемы выпоJIIшIют, Kztк правило, в виде рtlзвертки: все
геометриtIеские оси условно считtlются расположенными в одной плоскости или в
пар€lJIлельных плоскостях.
Каждому кинематиtIескому элементу, изобрЕDкенному на схеме, кчж прilвило,
присваив€lют порядковый номер, начинtш от источника двюкения. Валlы
rryмеруются римскими щtфралм, остttльные элементы - арабскими.
Порядковый номер элемента гIростzlвляют на полке JIинии-выноски. Под полкой
линии_выноски укtlзыв ilют основ ные хар актеристики и пар ам етры
кинематиtlеского элеNtента.

В соответствии с ГОСТ 2.703-бВ на cxeмttx следует укttзывать следующие
характеристики и пар аметры элементов кинематиtlеских схем :

о Источник Двюкения - нttименование, Тип, характеристика;
о шкив ременной передачи - диаметр шкива;
. зубчатое колесо - число зубьев, модуJIъ, а для косозубых колес - тсlкже

направление и угол накJIона зубьев;
о червяк - модуль осевой, число зalходов;

о хощовой винт - ход вин:говой линии, число зtжодов, надпись (лев.) (mолько

dля левьtх резьб)и т. п.

Гидравпические ш пневматические принцппиальные схемы

Правила выIrолнения гидравJrических и пневматических схем устilнtlвливает
гос,т 2.7а1-76.
Условrше графические обозначения элементов, применяемых в этI,D( схемах,



выполIuIют по ГоСТ 2.7В0-9б, ГоСТ 2,7B1-96 и ГоСТ 2.7В4-9б.
Каждый элемент ILшII устройство, входящее в изделие и изобрtDкенное на схеме,
имеgт позIдц4онное обозначение, состоящее из прописной буквы русского
шrфавита и rц,rфры.

Буквы и uифры выполняют одним размером стшцартного шрифта.

Буквенное обозначение состоит кз одной или двух букв: начапьных или
харiжтерных в названии элемента. Например, бак - Б, клагlан обратrшй - КО и т.

п.

Таблица буквенrшх обозначений помещена в обязательном приложении к ГаСТ
2.704-76 - <Правила выполнения гидравлических и пневматиtIеских схем).
Например, гидробак - Б, гидро (пнев"мо)кJltlпilн -lt, гидро (пневлао) кJIrшzж

предохранительный- КП, фильтр - Ф, насос - Н ит. п.

Порядковый номер, входящий в щафровое обозначение элемент4 назначается с

единицы в предел€tх группы одинalковых элементов с одинаковыми буквешшми
обозначениями.
Например, Фильтр - ФI, Ф2 ит. п,

Порядковые номера обозначаются обычно в зависимости от расположениlI
элементов на схеме - сверху вниз и слева напрitво. Позшtионное обозначение
наносят на схеме рядом, справа или над условным графическим изображением
элемента.

!анные об элементах записывilются в стандартной таблице перечнJI элементов
над основной надписъю. Если вся таблшIа перечня не помещается над основной
надписью схеNtы (пtноzо элеменmов),то ее выполнrIют на отдельноNI л}Iсте

формата 14.

Элеметrгы и устройства изображают на cxeмilx, как правило, в исходном
положении. Напршлер, пружины изобракшот в состоянии предварителъного
сжатиrI, обратный юIапан - в зiкрытом положении и т. п.

Лрпrии связи (tпрубопровоdы) на cxeмzж обозначают порядковыми номерzlми,
начинчш с единицщ, которые на схеме прост€lвJuIют около коIщов изображеrпля
этIо( линий. На лшп,lях связи допускается укttзывать направление потока рабочей
среды (жudкоспtu, возdухс) в виде треугольников. Если JIинIбI связи предстilвляет
собой внутренний каншl в к€lком-либо элементе, то перед порядковым номером
линии связи через точку ставится номер этого элемента.



<Схемы электрические, Общие требоваrrия к выполнению)

Сушествует значrl:tельное число стандартов, содержащих условные
графические обозначения элементов, применrIемых в электри[tескlD( схемах. На
схеме рекомендуется укzlзывать характеристики входных и выходных цепей
изделшI (ро0 moKct, напряженх,tе, часmоmа u m. п.). Схемы вычерtlив€lются для
изделий, н€tходящихся в отключенном положении.

Каждый элемент, входящш1 в изделие и лrзобршсенный на схеме, имеет
буквенно-цифровое позиционное обозначение, составленного из буквы и
порядкового номера, стоящего после буквы.

Стандарты устанавлив ают букв енно-цифровы е обозначения для наиболее

распространенных элементов.
Напрlшrер, резистор -Л, конденсатор - С, катушка рfi{дуктивности или дроссель *
,f,, амперметр - РА, воJIътметр - W, двигатель (моmор) - М, батарея
аккуN{уляторн€ш или гzlлъванIгIескiш - GВ, выкJIючатель (перекryючаmель, кгl,ю|!,

конmроллер, рубuльнttк u m. п.) - ý, генератор - G, транзистор и диод
полупроводниковый, предохранительное устройство - VD, предохранитель - Д',

трансформатор - Т, электромагнит Qtлu -uуфmа э.цекmрома?нлlпlнсtя) - Y.

Порядковые номера элементов присваивilют, начинitя с единицы в пределах
групп элементов с одинаковым буквеrпrым обозначением, Hilпpl,ilvlep, В7, В2, В3 и
т, д. Если в изделие входlrг только один элемент данной группы, то порядковый
номер в его позиционном обозначении может не укalзываться. Цифры порядковых
номеров элементов и их буквеrпrые позиtц,lонные обозначениrI выполнlIются
шрифтом одного рilзмера.
Позиlцаонные обозначениrI зчtносятся в перечень элементов; последователъность и
порядок з€lписи позиционных обозначений устанавJIивает ГОСТ 2.70 ] -8 I .

Грузовые перевозки классифиtшруются по ряду признаков, описывчlющих их
основные сферы и способы применениrI. Схема классификации приведена на рис.
l.

Электрические прпнципцальные схемы

Электрические схемы имеют классификацию, термины и определениrI, которые

устаЕI€}вл[Iвает ГОСТ 2,70]- 84. Они выполнrпотся в соответствии с ГОСТ 2.702-75
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ввЕдЕниЕ
В Программе дисциплины предусмотрена самостоятельн€ш работа по
подготовке к тестированию.
в методическом пособии д€tны рекомендаlц{и для выполнения этой
р аботы, конкретизирующие постав-ценные задачи.

1. ПОДГОТОВКЛ К ТЕСТИРОВЛНИЮ
.Щля подготовки к тестированию студент доJDкен просмотретъ свои
записи, цроизведенные на занятии, а также страншщ учебниrсц
указанные преподавателем по данной теме. В резуJьтате студентом
должны быть найдены ответы на вопросы:

Тема " Системы автоматIIзированIIого проектирования на
персональных компьютерах "

1. Системьт автоматизированного проектирования на персонапьных
комIIьютерах, используемы,е для разработки конструкторской
документации.

Тема " Общие сведеншя о чертёжно-графическом редакторе
<<KOMIIAC""

1. Интерфейс редактора.
2. Панель упрtlвления.
3. Панель текущего состояниrt.
4. Панель управления лtзобраясением.
5. Компактнil,я панель.
6. Панель свойств

Тема " Работа в <КоМflАСrr"
1. Использование панели инсгрр[ентов для вычерчиваниrI

р zlзлиtlных графических примитивов.

Тема " Осповные сведепия по оформлению чертежей "
l, Линии чертежа, их назначение и выIIолнение,
2. Форматы, основная надпись чертежа.
з. Масштабы.

Тема " Чертёжный шршфт ш выполненше надшпсей на чертежах"
1. Типьт шрифтов. Основные параметры чертёжного шрифта,

Тема " Осповные правпла нанесенпя размеров"
1. Правила нанесения линейных, угловых, диаметрЕlJIъных и

радичtльых размеров.
2. Упрощения при нанесении рtlзмеров.
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тема " Геометрпческпе построепия ll приёмы вычерчпваЕия
контуров техншческпх деталей r'

l, Щеление окружности на рttвные части.
2, Сопряжения.
З. Уrсцон р1 конусность.

Тема " Проецшрование точки. Комшлексный чертёж точкп ''
t. Проецировilние точки на три Iшоскости проекrrylй.

Тема " Проецировацие отрезка прямой лшшип''
1. Проецирование отрезка на три плоскости проекций.

Тема " Проецпрованпе плоскости "
1. Проецлrрование ппоскост}I на трII IuIоскости проекций.

Тема " Аксонометршческие rrроекции"
1. Виды €ксонометриIIескрж проекций.
2. Изображение геометрическI,D( фиг,rrр в zксонометрии.

Тема " Проецпрованше геометрическшх тел"
l. Построение проекlдлй геометрическIтх тел.
2. Построение комплексных чертежей и €ксонометрических

про екrцлй геометриIIескI/D( тел.

Тема " Технпческое рисоваIIпе с элементдмп технцческого
конструирования "

l. Выполнение техниtIеских рисунков IIлоских геометрических

ф".ур.
2. Выполнение технических рисунков геометрическ}Lх тел.

Тема " rrроекции моделей"
1. Построение комrrлексных чертежей моделей.
2. Построение нztглядного изобрzDкенIбI модели.

Тема " Машиностроительное черченше. Основные
положения"

1. Назначение машиностроительного чертежа.

Тема " Изобра?кеншя - впды, разрезы, сечения "
l. Виды: нzвначение, расположение и обозначение основных,

местных и дополнительных видов.
2. Разрезы: горизонтальный, вертик€rльный (фронт, и проф.) и

наклонrшй. Сложные рzlзрезы. Обозначеrrие, расположение
рiLзрезов. Местные разрезы. Соединение половины вида с
половиной разреза,
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3. Сечения вынесенные и нzlпоженные. Расположение сечеrтий,
обозначения. Выносные элементы, их обозначение.

4. Условности и упрощениJI. Разрезы через тонкие стенки, ребра,
спрtr{ы и т.д.

Тема " Резьба "
l. Основные тиIIы резьб, Условное изображение и обозначение

резьбы.
Z, Обозначения и изображениrI стандартных резьбовых крепёжных

рвделий,
3, Конструктивные элементы резьбы,

Тема " Эскизы деталей и рабочше чертежш "
l. Последовательность выполнениrI эскизов детшlей и рабочих

чертежей.

Тема " Разъёмные и неразъёмные соедпнения "
1. Виды соединений и изобрtDкение их на чертеже

Тема " Общие сведенпя об шзделиях и составлепии сбоцочных
чертежей "

l. Комплект конструкторской документаIIрlи. Чертеж общего вида'
его н€}значение и содержание. Сборочный чертеж, его н€lзначение
}1 содержание.

2. Последователъность выполнения сборочного чертежа.
3. Назначенлtе спещrфикации. Порялок зчtполнениrl спецификашии.

Тема " Чтение п деталированпе чертежей "
l, Назначение сборочной единицы. Работа сборочной единицы.

Количество детttлей, входящих в сборочную единицу.
2. !еталирование сборочного чертежа. Порядок детсlлированиrl

сборочlтых чертежей. Увязка сопрягаемых размеров.

Тема " Общше сведения о схемах "
1. Графические способы отображения информации
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Цель сLмосmояmельной рабоmьl - приобрести навыки самостоятельной
организации работы по из)чению теоретического лекционного матери€Lпа, по
подготовке к практическим занятиям, промежуточному тестированию и
ЗаЧеТУ ПО ЧИТаеМОIпtУ КУРСУ.

1. Содеря(ание самостоятельной работы

Самостоятельная работа студентов при из)лении дисциплины должна
обеспечивать работу по следующим направлениям:

1. Подготовка к контрольным работам и зачету;

2. Подготовка к практическим занятиям;

З. Оформление отчетов по практическим занятиям.

2.Подготовка к контрольным работам

,,Щля подготовки к контрольным работам студент должен из)лIить свой
конспект лекций, составленный на занятиях и соответствующие страницы

1..rебников, указанных преподавателем по из)п{аемым темам.

В результате этой работы студентом должны быть найдены ответы на
следующие вопросы:

Контрольная работа 1

1. Производственный процесс и продукция транспорта.
2. Транспорт и его значение для экономики.
3. Классификация автомобильных перевозок.
4.Этапы разработки технологического процесса перевозок грузов.
5.Система управления грузовыми автомобильными перевозками
6. Классификация, основные задачи и структура АТП - перевозчика.
7 . История р€ввития АТП в России.
8.Система управления пассажирскими автомобильными перевозками.
9.Система управления международными автомобильными
перевозками.
10. Производственная структура службы эксплуатации АТП ее задачи.
1 1. Функции коммерческой группы АТП.
12. Функции диспетчерской группы АТП.
1З. ФУнкции }п{етно-расчетной группы Атп.
1 4. Технология диспетчерского реryлирования автоперевозками.



1 5. Технология таксомоторных перевозок.

16.Последовательность технологических операций

перевозок.
1 7.Функции технической службы АТП.
1 8.Методы обеспечениrI работоспособности автомобилей.
l9. Система ТО и ТР подвижного состава.

20. Нормативы ТО и методы их корректирования.

грузовых

Контрольная работа 2

1. Учет и анаllиз результатов выполнениrI перевозок.

2. Особенности осуществления международных автомобильных
перевозок.

З. Особенности )пIета и контроля за выполнением МАП.
4. Назначение товарно-транспортной накладной и ее заполнение.

5. Структура и функции транспортного контроля в России.
б. Назначение путевого листа и его заполнение.

7. Функции коммерческой группы АТП.
8. Функции r{етно-расчетной группы АТП.
9. Прием и увольнение сотрудников АТП.
10. Обязанности и права руководителей и специ€rлистов АТП.
1 1. Виды договоров на перевозку грузов.
12. Аттестация сотрудников АТП.
13.Функции диспетчеров в транспортном процессе. l4x права и
обязанности.
14.Контроль за соблюдением водителями правил дорожного
движения.
15. Требования к профессионагIьному отбору и обl"rению водителей.

l б. Требованиъ предъявляемые к работникам АТП.
17. Прием и увольнение сотрудников АТП.
1 8. Обязанности работников отдела безопасности движения.
l9 Организация труда и отдыха водителей.

20. Аттестация сотрудников АТП.
21.Обязанности и права руководителей и специЕtпистов АТП.
22.Методика разработки кабинета по безопасности дорожного
движения.
2З. Организация труда и отдыха водителей при осуществлении МАП.
24. Организация труда и отдыха водителей при осуществлении
внутренних перевозок.



2. Подготовка к практическим занятиям

Подготовка к практическим занятиям производится разбором
повторением матери€Lпа, изуIенного на лекциях.

и

3. Оформление отчетов

Отчеты по практическим занятиям выполняются на листах бумаги формата
А4, куда вносятся результаты расчетов, анапиза, структурные схемы и делаются
выводы.
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